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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 複數 

 

摘要 

 
1. 複數的定義和表達形式： 

 (a) 代數式 yixz += ，其中 x, y 為實數且 1−=i  

 (b) 三角式 θθθ rcisirz =+= )sin(cos  

 (c) 兩式關係 




=
=

θ
θ

sin

cos

ry

rx
 及 








+=

=
22

arctan

yxr
x

yθ
 

2. 複數的基本運算： 

 (a) idbcadicbiazz )()()()(21 ±+±=+±+=±  

 (b) ibcadbdacdicbiazz )()()()(21 ++−=+×+=  

 (c) )( 2121221121 θθθθ +=×= cisrrcisrcisrzz  

 (d) i
dc

adbc

dc

bdac

dic

dic

dic

bia

dic

bia

z

z
2222

2

1

+
−+

+
+=

−
−×

+
+=

+
+=  

 (e) )( 21
2

1

22

11

2

1 θθ
θ
θ

−== cis
r

r

cisr

cisr

z

z
 

3. 認識單位根 ω  的性質及相關運算： 

 (a) i
2

3

2

1 +−=ω ， i
2

3

2

12 −−=ω ， 13 =ω  

 (b) 012 =++ ωω  

4. 棣莫弗 (de Moivre) 定理的應用： 

 (a) )()( θθ ncisrrcisz nnn ==  

 (b) )
2

(
n

k
cisrrcisz nnn πθθ +== ，其中 1,...,2,1,0 −= nk   
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 5. 複數的共軛值的性質： 

   若 biaz +=  則 biaz −=  

  (a) 
22

zzzz ==⋅  

  (b) )Re(2 zzz =+ ， )Im(2 zizz =−  

  (c) zz =  

  (d) 2121 zzzz ±=±  

  (e) 2121 zzzz ⋅=⋅  

  (f) 
2

1

2

1 )(
z

z

z

z =   

 6. 複數的模的性質： 

   若 biaz +=  則 22 baz +=  

  (a) )Re(zz ≥ ， )Im(zz ≥  

  (b) 2121 zzzz ⋅=⋅  

  (c) 
2

1

2

1

z

z

z

z =  

  (d) 212121 zzzzzz +≤+≤−  
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拾例 

 
1. 實數 m 為何值時，複數 immmz )34()1( 22 +−+−=  為純虛數。 

答： 令 




≠+−
=−

034

01
2

2

mm

m
，即





≠
−=

3,1

1,1

m

m
，故取 1−=m 。 

 

2. 求 
i

i

−
−
3

31
  的值。 

 
i

i

−
−
3

31
  = 

13

)3)(31(

+
+− ii

 = 
4

333 ++− ii
 

    = 
16

232 i−
  = i

8

1

8

3 − 。 

 

3. 求 i68 +  的值。 

答： 令 2)()68( biai +=+ ，其中 ba,  均為實數。 

 展開後得 822 =− ba 、 62 =ab 。 

 即 代 
a

b
3=  入上式， 

  
2

2 9

a
a −  = 8 

  98 24 −− aa  = 0 

  92 =a  或 12 −=a  (捨去) 

 即 3±=a ，對應 1±=b 。從上 2=ab  可知原式 ba,  符號相同。 

 即 i68 +  = ii −−+ 3,3 。 

 (註： 提示複數無大小、正負之分，故平方根亦有兩值。) 
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4. 設 
2

31 i+−=ω ，求 
ωωω ++ 23 23

1
 的值。 

答： ω  為 01 2 =++ xx  的根，即 13 =ω  及 01 2 =++ ωω 。 

 原式 = 
ωω +−−+ )1(23

1
 = 

ωω +−− 223

1
 

  = 
ω−1

1
  = 

2

31
1

1

i+−−
 

  = 
i33

2

−
  = 

)33)(33(

)33(2

ii

i

+−
+

 

  = 
39

326

+
+ i

  = i
6

3

2

1 + 。 

 

5. 設 
3

2−= i
x ，求 2342 ++ xx  的值。 

答： 23 +x    = i 

 4129 2 ++ xx   = -1 

 5129 2 ++ xx   = 0 

 xx 129 2 +   = -5 

 所以 2342 ++ xx  = 23)129(
3

1 2 ++ xx  = 23
3

5 +−  

    = 
3

64
。 

 

6. 設 iz 31+−= ，求 iz  的輻角和模。 

答： z = )
2

3

2

1
(2 i+−   = )

3

2
sin

3

2
(cos2

ππ
i+  

 i = 
2

sin
2

cos
ππ

i+ 。 

 iz  的輻角 = 
23

2 ππ +  = 
6

7π
。 

 iz  的模 = 2。 

 

7. 計算 )43)(21( ii −+ 。 

答： 原式 = )43)(21( ii +−  = 8463 ++− ii  = i211 − 。 
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8. 若實數 ba,  使方程 0823 =+++ bxaxx  的其中一個根為 i−1 ，求 ba +  

 的值。 

答： 因為 i−1  為方程的根，故 i+1  同為方程的根。 

 即方程含因式 )]1()][1([ ixix +−+−  = 222 +− xx 。 

 從 3x  的系數和常數項可知 

  823 +++ bxaxx  = )4)(22( 2 ++− xxx  

     = 862 23 +−+ xxx  

 所以得 6,2 −== ba ，即 462 −=−=+ ba 。 

 

9. 求 10)
2

3

2

1
( i+− 。 

答： 原式 = 10)120sin120(cos °+°   = °+° 1200sin1200cos  

  = °+° 120sin120cos   = i
2

3

2

1 +−  

 

10. 解複方程 izz −=+ 3 。 

答： 由 z  為實數，所以令 iaz −= 。 

 由原式得： 

 aa ++12  = 3 

 12 +a   = 2)3( a−  

 12 +a   = 269 aa +−  

 a6   = 8 

 a  = 
3

4
 

 所以 iz −=
3

4
。 
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淺問 

 
1. 已知複數 )1(2)1(3)2( 2 imimiz −−+−+= ，其中 m 為實數，求下列情況

下，m 的值： 

 (a) z 為實數  (b) z 為純虛數  (c) iz 1233 +=  

 

2. 若 iz 211 += , iz 432 −= , iz 653 +−= ，求下列各式的值： 

 (a) 3221 zzzz +   (b) 
21

11

zz
+   (c) 2

2
2

3 )(zz +  

 

3. 求 z ，其中 z 為 

 (a) i68 +    (b) i815 −−   (c) i125 −  

 

4. 試把下列複數轉成三角式： 

 (a) i31+   (b) i22 −    (c) i4−  

 

5. 試把下列複數轉成標準式： 

 (a) )45(2 °cis   (b) )150(4 °cis   (c) )300(3 °cis  

 

6. 求 10)1( i−  的值。 

 

7. 若 ni)1( +  為一正實數，試求正整數 n 的最小值。 

 

8. 設 54 )43()21( iiZ −−+= ，求 Z  的值。 

 

9. 已知複數 iaaz )12()3( +++= ，其中 a 為正實數，求 z  的最小值。 

 

10. 設非零複數 x, y 滿足 022 =++ yxyx ，求 19901990 )()(
yx

y

yx

x

+
+

+
 的值。 

 (高數聯 1990) 

 

11. 求下列方程的所有複數根： 

 (a) 0422 =+− xx  (b) 642)5)(3)(1( ××=+++ xxx  

 

12. 已知方程 01014114 234 =+−+− xxxx  的一根為 bia + ，而另一根為 

 bia 2+ ，其中 ba,  為實數。解此方程。 
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詳答 

 
1. )1(2)1(3)2( 2 imimiz −−+−+= ， 

 即 immmmz )23()232( 22 +−+−−=   

 (a) z 為實數，即 0)2)(1(232 =−−=+− mmmm  

   所以得解 1=m  或 2。 

(b) z 為純虛數，即  




≠+−
=−−

023

0232
2

2

mm

mm
 

     




≠−−
=−+

0)2)(1(

0)2)(12(

mm

mm
 

     






≠≠

−==

2,1
2

1
,2

mm

mm  

  所以得解 
2

1−=m 。 

 (c) iz 1233 += ，即 




=+−
=−−
1223

33232
2

2

mm

mm
 

     




=−−
=−−

0103

03532
2

2

mm

mm
 

     




=+−
=+−

0)2)(5(

0)72)(5(

mm

mm
 

     






=−=

=−=

5,2

5,
2

7

mm

mm  

  所以得解 5=m 。 
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2. (a) 3221 zzzz +  = )65)(43()43)(21( iiii −−−+++  

    = 242018158643 −+−−−++ iiii  

    = i1244 +−  

 (b) 
21

11

zz
+  = 

ii 43

1

21

1

−
+

+
 

    = 
i

i

ii

i

i 43

43

43

1

21

21

21

1

+
+×

−
+

−
−×

+
 

    = 
25

43

5

21 ii ++−
  = 

25

43

25

105 ii ++−
 

= i
25

6

25

8 −  

 (c) 2
2

2
3 )(zz +  = 22 )43()65( ii +++−   

= 16249366025 −++−− ii  

= i3618 −−  

 

3. (a) 令 ibia 68)( 2 +=+ ，即 iabiba 68222 +=+− ，其中 Rba ∈, 。 

  解 




=
=−
3

822

ab

ba
，即 8

9
2

2 =−
a

a ， 098 24 =−− aa 。 

  解得 92 =a  或 12 −=a  (捨去) 

  故得 3±=a ，對應 1±=b ，故根值為 i+3  或 i−− 3 。 

 (b) 令 ibia 815)( 2 −−=+ ，即 iabiba 815222 −−=+− ， 

  其中 Rba ∈, 。 

  解 




−=
−=−
4

1522

ab

ba
，即 15

16
2

2 −=−
a

a ， 01615 24 =−+ aa 。 

  解得 12 =a  或 162 −=a  (捨去) 

  故得 1±=a ，對應 4m=b ，故根值為 i41−  或 i41+− 。 

 (c) 令 ibia 125)( 2 −=+ ，即 iabiba 125222 −=+− ，其中 Rba ∈, 。 

  解 




−=
=−
6

522

ab

ba
，即 5

36
2

2 =−
a

a ， 0365 24 =−− aa 。 

  解得 92 =a  或 42 −=a  (捨去) 

  故得 3±=a ，對應 2m=b ，故根值為 i23 −  或 i23 +− 。 
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4. (a) i31+  = 31)
31

31
( 2

2
+×

+

+ i
  = )

2

3

2

1
(2 i+  

    = )60sin60(cos2 °+° i  

(b) i22 −   = 22

22
)2(2)

)2(2

22
( −+×

−+

− i
  

= )
8

2

8

2
(8

i−     

= )
2

1

2

1
(22 i−

 
= )315sin315(cos22 °+° i  

(c) i4−   = )270sin270(cos4 °+° i  

 

5. (a) )45(2 °cis  = )45sin45(cos2 °+° i   = )
2

2

2

2
(2 i+   

    = i22 +  

(b) )150(4 °cis  = )150sin150(cos4 °+° i  = )
2

1

2

3
(4 i+−  

   = i232 +−  

 (c) )300(3 °cis  = )300sin300(cos3 °+° i  = )
2

3

2

1
(3 i−  

    = i
2

3

2

3 −  

 

6. 10)1( i−  = 1010 )
2

1

2

1
()2( i−    

   = 10)
4

7
sin

4

7
(cos32

ππ
i+  

   = )
2

35
sin

2

35
(cos32

ππ
i+    

   = i32−  
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7. ni)1( +   = nn i )
4

sin
4

(cos)2(
ππ +  = )

4
sin

4
(cos2 2 ππ n

i
nn

+  

 若要結果為實數，即 
4

sin
πn
 = 0，得 kn 4= ，其中 k 為整數。 

 若取 4=n ，即 4)1( i+   = )sin(cos2 2

4

ππ i+  = 4−  

 故取 8=n ，即 8)1( i+   = 2)4(−    = 16 

 答案為 8=n 。 

 

8. Z  = 54 )43()21( ii −−+  = 
54

)43()21( ii −−×+  

  = 522422 ])4()3([)21( −+−×+  

  = 52 55 ×    = 75  = 78125 

  

9.  iaaz )12()3( +++=  

 z  = 22 )12()3( +++ aa  = 14496 22 +++++ aaaa  

  = 10105 2 ++ aa  = 5)1(5 2 ++a  

 故最小值為 5 。 

 

10. 令 xy ω= ，則 0)1( 22 =++ ωωx ， 

 由於 0≠x ，所以 01 2 =++ ωω ，即 13 =ω 。 

  19901990 )()(
yx

y

yx

x

+
+

+
 = 19901990 )()(

xx

x

xx

x

ω
ω

ω +
+

+
 

 = 
1990

1990

1990 )1()1(

1

ω
ω

ω +
+

+
 = 

1990

1990

)1(

1

ω
ω

+
+

 

 = 
19902

1990

)(

1

ω
ω

−
+

   = 19903980 −− + ωω  

 = 2ωω +    = -1 
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11. (a) x = 
)1(2

)4)(1(4)2()2( 2 −−±−−
 = 

2

122 −±
 

   = i31± 。 

 (b) 顯然 1=x  為其中一根。 

  )5)(3)(1( +++ xxx   = 48 

  4815239 23 −+++ xxx  = 0 

  33239 23 −++ xxx   = 0 

  )3310)(1( 2 ++− xxx   = 0 

  解得 ix 225,1 ±−= 。 

 

12. 1014114 234 +−+− xxxx      = 0 

 )]2()][2()][()][([ biaxbiaxbiaxbiax −−+−−−+−  = 0 

 
)]2)(2()2()2([

)])(()()([
2

2

biabiaxbiaxbiax

biabiaxbiaxbiax

+−++−−−×
+−++−−−

  = 0 

 )]4(2[)](2[ 222222 baaxxbaaxx ++−×++−   = 0 

 
)4)(()(2)(

)4(242)4(2
222222222

2222322234

bababaaxxba

baaxxaaxxbaaxx

++++−++

+−+−++−
 = 0 

 )4)(()52(2)56(4 22222222234 babaxbaaxbaaxx ++++−++−  

         = 0 

 比較系數，得知 

 44 −=− a ，即 1=a 。 

 1156 22 =+ ba ，即 12 =b ， 1±=b 。 

 所以該方程的根為 iix 21,1 ±±= 。 

 

 

我們欣賞數學，我們需要數學。 

 

美籍華裔數學家 

陳省身 (1911-2004) 

 


