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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 有理不等式 

 

摘要 

 
 1. 解線性不等式或聯立線性不等式。 

 2. 解二次不等式： 

  即若 βα ,  為二次方程 02 =++ cbxax  的實根且 βα > ，則 

  (a) 若 02 ≥++ cbxax  得 α≥x  或 β≤x ， 

  (b) 若 02 ≤++ cbxax  得 αβ ≤≤ x ， 

  (c) 若 02 >++ cbxax  得 α>x  或 β<x ， 

  (d) 若 02 <++ cbxax  得 αβ << x 。 

 3. 解分式不等式： 

  (a) 若 )0(0
)(

)( ≤≥
xg

xf
 等價於 





≠
≤≥×

0)(

)0(0)()(

xg

xgxf
， 

  (b) 若 )0(0
)(

)( <>
xg

xf
 等價於 )0(0)()( <>× xgxf 。  

 4. 解含有絕對值的不等式： 

  (a) 若 0≥≥ ax  得 ax ≥  或 ax −≤ ， 

  (b) 若 ax ≤   得 axa ≤≤− ， 

  (c) 若 0≥> ax  得 ax >  或 ax −< ， 

  (d) 若 ax <   得 axa <<− ， 

  (e) 使用區間法。 
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 5. 解含有絕對函數的不等式：  

  (a) 若 )()( xgxf ≥  得 )()( xgxf ≥  或 )()( xgxf −≤ ， 

  (b) 若 )()( xgxf ≤  得 )()()( xgxfxg ≤≤− ， 

  (c) 若 )()( xgxf >  得 )()( xgxf >  或 )()( xgxf −< ， 

  (d) 若 )()( xgxf <  得 )()()( xgxfxg <<− 。 

  (e) 若 )()( xgxf ≥  得 22 )]([)]([ xgxf ≥ ， 

   即 0)]()()][()([ ≥+− xgxfxgxf ， 

  (f) 若 )()( xgxf >  得 22 )]([)]([ xgxf > ， 

   即 0)]()()][()([ >+− xgxfxgxf 。 
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拾例 

 
1. 若 82,91 <<<< ba ，求下列各式的取值範圍。 

 (a) ab  

 (b) 22 ba −  

 (c) ba −  

答： (a) 21×  < ab   < 89×  

   2  < ab   < 72 

 (b) 22 81 −  < 22 ba −  < 22 29 −  

   -63  < 22 ba −  < 77 

 (c) 81−  < ba −  < 29 −  

   -7  < ba −  < 7 

   所以 70 <−≤ ba 。 

 

2. cba ,,  是三個非負實數，並且滿足 523 =++ cba  及 132 =−+ cba 。設 

cbam 73 −+= ，記 x 為 m 的最小值，y 為 m 的最大值，求 xy  的值。 

 (中國北京市中學生數學競賽 2003 初二複賽) 

答： 消去 b，得 37 −= ca ， 

 消去 a，得 cb 117 −= 。 

 由此得  








≥−
≥−

≥

0117

037

0

c

c

c

，故得 
7

3

11

7 ≤≤ c 。 

 由於 m  = cba 73 −+  = ccc 7)117()37(3 −−+−  

        = ccc 7117921 −−+−  

        = 23 −c  

 故最小值 x為  2)
11

7
(3 −  = 

11

1− 。 

 而最大值 y 為  2)
7

3
(3 −  = 

7

5− 。 

 所以 xy  = )
7

5
()

11

1
( −×−  = 

77

5
。 
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3. 若 NM ,  為取自 1 至 50 之間的兩個不同的整數，求 
NM

NM

−
+

 的最大值。 

(SAMO-S 2011) 

答： 要使分數最大，即分母最小且為正數， 

 取 1=− NM ，即 (M,N) = (50,49)， 

 此時分子最大值 994950 =+=+ NM ， 

 故該分數的最大值當 (M,N) = (50,49)，即 99
4950

4950 =
−
+=

−
+

NM

NM
。 

 

4. 如果不等式組 




<−
≥−

04

06

bx

ax
 的整數解僅為 1,2,3，問有多少對適合這個不等

式的有序整數對 ),( ba ？ 

答： 不等式組得解 
46

b
x

a <≤ 。 

 即  1
6

0 ≤< a
 及 4

4
3 ≤< b

。 

 故得 60 ≤< a  及 1612 ≤< b ，即 61 ≤≤ a ， 1613 ≤≤ b 。 

 故有序整數對 ),( ba ， 2446 =× 。 

 

5. 問不等式 81)3(4 2 <−< x  有多少個整數解？ 

答：   2)3( −x  > 4 及   2)3( −x  < 81 

 -2 < 3−x  < 2 及 -9 < 3−x  < 9 

 1 < x  < 5 及 -6 < x  < 12 

 總結得， 16 <<− x  或 125 << x 。 

 符合整數共有 12)28()28( =−+−  個。 

 

6. 解不等式 0)6)(2( 22 <−−−+ xxxx  

答： )3)(2)(2)(1( −++− xxxx  < 0 

 )3()2)(1( 2 −+− xxx   < 0 

 )3)(1( −− xx    < 0 及 2−≠x  

 得解 31 << x 。 
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7. 解不等式 
3

1

12

1 ≥
−

+
x

x
。 

答： 
3

1

12

1 −
−

+
x

x
   ≥ 0 

 
)12(3

)12()1(3

−
−−+

x

xx
 ≥ 0 

 
36

4

−
+

x

x
    ≥ 0  

 上式等價於 




≠−
≥−+

036

0)36)(4(

x

xx
， 即 









≠

≥−+

2

1

0)
2

1
)(4(

x

xx
 

 所以解為 4−≤x  或 
2

1>x 。  

 

8. 解不等式 1325 <−−− xx 。 

答： 當 
2
3<x ，原式可化成 

   )32()5( −+−− xx   < 1 

   2+x     < 1 

   x     < -1 

   故得解 1−<x 。 

 當 5
2
3 <≤ x ，原式可化成 

   )32()5( −−−− xx   < 1 

   83 +− x     < 1 

   x     > 
3
7
 

   故得解 5
3
7 << x 。 

 當 5≥x ，原式可化成 

   )32()5( −−− xx   < 1 

   2−− x     < 1 

   x     > -3 

   故得解 5≥x 。 

 綜合得 1−<x  或 
3
7>x 。 
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9. 有多少個整數 x 滿足於 971719 ≤+≤ x 。 

答： 由   17 +x  ≤ 97 

 得 -97 ≤ 17 +x  ≤ 97 

  -14 ≤ x  ≤ 
7

5
13

7

96 =  

 由   17 +x  ≥ 19 

 得   17 +x  ≥ 19   或 17 +x  ≤ -19 

    x  ≥ 
7

4
2

7

18 =   或 x  ≤ 
7

6
2

7

20 −=−  

 所以有解 
7

6
214 −≤≤− x  或 

7

5
13

7

4
2 ≤≤ x  

 故滿足條件的整數有： -14, -13, -12, ..., -3, 3, 4, 5, ..., 13， 

 共 23 個。 

 

10. 某人將一本書的頁碼按 1, 2, 3, … 順序相加，其中一個頁碼被加漏了，結

果得到一個錯誤的總和 2012，問被加漏的頁碼是多少？ 

答： 設順序相加的頁碼至 n，而被加漏的頁碼為 x ，當然有 nx ≤≤1 。 

 錯誤的總和為 

  n
nn −+
2

)1(
 ≤ x

nn −+
2

)1(
 ≤ 1

2

)1( −+nn
 

  n
nn −+
2

)1(
 ≤ 2012  ≤ 1

2

)1( −+nn
 

  nn −2   ≤ 4024  ≤ 22 −+ nn  

 留意 634024 ≈ ，可以取  63=n ， 20122016
2

)163(63 >=+×
。 

 即被加漏的頁碼為 2016 - 2012 = 4。 
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淺問 

 
1. 若 93,82 <<<< ba ，求下列各式的取值範圍： 

 (a) ba +     (b) ab     

 (c) 
b

a
     (d) 2)( ba −   

 

2. 已知不等式組 




<−−
+<−

axb

bax

5336

2732
 的解為 234 << x ，求 baab ++  的值。 

 

3. 如果不等式組 




<−
≥−

03

02

bx

ax
 的整數解僅為 4,5,6,7,8，問有多少對適合這個

不等式的有序整數對 ),( ba ？ 

 

4. 解下列不等式： 

 (a) 652 <+ xx    (b) xx 10)1(3 2 ≥+   

 

5. 對一切實數 x，不等式 0)2()12(2 <−−−+ axaax 恆成立，求 a的最大值。 

 

6. 解下列不等式： 

 (a) 0
3

2 ≤
−
+

x

x
     (b) 2

5

4 >
+
−

x

x
 

 

7. 解不等式 x
xx

xx <
−+

−+
2

2

23

22
。 

 

8. 解下列不等式：  

 (a) 74 ≥+x    (b) xx >− 22  

 

9. 解下列不等式： 

 (a) 521 ≤++− xx   (b) 
xx +

>
+ 1

1

1

1
 

 

10. 若滿足不等式 
2

3
2

2
<−x

 的整數解有 d 個，求 d 的值。 

 (HKMO 2006/07 決賽個人) 
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詳答 

 
1. (a) 32 +  < ba +   < 98 +   

   5  < ba +   < 17  

 (b) 32×  < ab    < 98×  

   6  < ab    < 72    

 (c) 
9

2
  < 

b

a
   < 

3

8
    

 (d) 0  < 2)( ba −   < 2)92( −  

   0  < 2)( ba −   < 49 

 

2. 解得 








−+−>

++<

3

365
2

273

ba
x

ba
x

，由此得








=−+−

=++

4
3

365

23
2

273

ba

ba

， 

 即得 




=
=

5

3

b

a
，所以 baab ++  = 1)1)(1( −++ ba   

    = 1)15)(13( −++  = 23 

  

3. 不等式組得解 
32

b
x

a <≤ 。 

 即  4
2

3 ≤< a
 及 9

3
8 ≤< b

。 

 故得 86 ≤< a  及 2724 ≤< b ，即 87 ≤≤ a ， 2725 ≤≤ b 。 

 故有序整數對 ),( ba ， 632 =× 。  

 
 
4. (a) xx 52 +   < 6 

   652 −+ xx  < 0 

   )6)(1( +− xx  < 0 

   16 <<− x  

 (b) )1(3 2 +x   ≥ x10  

   3103 2 +− xx  ≥ 0 

   )3)(13( −− xx  ≥ 0 

   
3

1≤x  或 3≥x  
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5. a 該滿足 




<−−−=∆
<

0)2(4)12(

0
2 aaa

a
，即 





<+
<

014

0

a

a
 

 解得 
4

1−<a ，即 a 的最大值為 -1。 

 

6. (a) 
3

2

−
+

x

x
  ≤ 0 

   )3)(2( −+ xx  ≤ 0 

   32 ≤≤− x   但 3≠x ，故解為 32 <≤− x 。 

 (b) 
5

4

+
−

x

x
  > 2 

   2
5

4 −
+
−

x

x
  > 0 

   
5

1024

+
−−−

x

xx
> 0 

   
5

14

+
−−

x

x
  > 0 

   
5

14

+
+

x

x
  < 0 

   )14)(5( ++ xx < 0 

   514 −<<− x  
 

7. x
xx

xx −
−+

−+
2

2

23

22
    < 0 

 
2

322

23

2322

xx

xxxxx

−+
+−−−+

 < 0 

 
32

2
2

23

+−
−−−

xx

xxx
    > 0 

 
)1)(3(

)1)(2( 2

+−
++−

xx

xxx
   > 0 

 由於 12 ++ xx  = 0
4

3
)

2

1
( 2 >++x  

 所以原式等價於 

 )3)(2)(1( −−+ xxx    > 0 

 即 21 <<− x  或 3>x  
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8. (a) 4+x   ≥  7 

   74 ≥+x   或 74 −≤+x  
   3≥x   或 11−≤x  
   所以 311 ≤≤− x 。 

 (b) 02
2 >−− xx ， 

   即 1−<x  (捨去) 或 2>x 。 

   故解為 2−<x  或 2>x 。 

 

9. (a) 521 ≤++− xx  

   當 2−<x  時， 

    )2()1( +−−− xx  ≤ 5 

    21 −−+− xx   ≤ 5 

    x2−    ≤ 6 

     x   ≥ -3 

    所以 23 −<≤− x 。 

   當 12 <≤− x 時， 

    )2()1( ++−− xx  ≤ 5 

    21 +++− xx   ≤ 5 

    3    ≤ 5 

    所以 12 <≤− x 。 

   當 1≥x 時， 

    )2()1( ++− xx  ≤ 5 

    12 +x    ≤ 5 

    x    ≤ 2 

    所以 21 ≤≤ x 。 

   綜合而得 23 ≤≤− x 。 

 (b) 由 
xx +

>
+ 1

1

1

1
 可知 0

1

1 <
+ x

，即 01 <+ x ， 1−<x 。 

 

10. 
2

3−   < 2
2

−x
 < 

2

3
 

 223 +−  < x  < 223 +  

 4.12 ≈ ，所以 2.0223 −≈+− ， 8.5223 ≈+  

 x 的整數解包括 0, 1, 2, 3, 4, 5，即 6=d 。 

 

 

 


