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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數列 –等比數列 

 

摘要 

 
 1. 若公比為 r 的等比數列，其通項為 1

1
−= n

n raa  (其中 0≠r )。 

 2. ca,  的等比中項 acb ±= 。 

 3. 總和： 

  (a) 
r

ra

r

ra
S

nn

n −
−

=
−

−
=

1

)1(

1

)1( 11  (其中 1≠r )  

  (b) 1naSn =  (其中 1=r )。 

  (c) m
n

nn
m

mnm SrSSrSS +=+=+ 。 

  (d) 分段和亦成等比數列，其公比為 kr ，其中 k 為每段項數。 

 4. 無限和 
r

a
S

−
=∞ 1

 (其中 1<r )。 

 5. 運用等比數列計算循環小數與分數互化問題。 

 6. 解決包括等比數列、等差數列和調和數列的混合問題。 
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拾例 

 
1. 對於正整數 2009,,ba  使 2009<< ba  且成為一公比為整數的等比數

列， 求 a 的值。 (AMC 10 2009) 

答： 設等比數列公比為 r， 

 故 2009 = 2ar ， 

 但另一方面 4172009 2 ×= ，故得 41=a 。 

 

2. 在等比數列 { }na  中， 22138174 =+ aaaa ，求 1211109 aaaa  的值。 

答： 設等比數列的公比為 r，則 

 12
1

7
1

16
1

3
1 rararara ×+×  = 22  

 192
12 ra     = 22  

 所以 192
1 ra    = 2  

 1211109 aaaa  = 11
1

10
1

9
1

8
1 rararara ×××  = 384

1 ra  = 2 

 

3. 某數加上 1, 12, 123 成等比數列，求公比。 

答： 設某數為 x， 

  )123)(1( ++ xx  = 2)12( +x  

  1231242 ++ xx  = 144242 ++ xx  

  x100    = 21 

  x   = 
100

21
 

 公比 = 
1

12

+
+

x

x
  = 

1
100

21

12
100

21

+

+
 = 

10021

120021

+
+

 

  = 
121

1221
。 

 

4. 在 1 和 10 之間插入 10 個正數，使這裡十二個數成等比數列。求這

 十二個數的乘積。 

答： 乘積 = 6)101( ×  = 10000。 
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5. 設三數組成等比數列，三數之和為 13 ，積為 27，求此三數中最小的

一數。 

答： 設三數為 cba ,, ，其中 cba ≥≥ 。 

 若公比為 1，即三數均為 
3

13
，積不為 27。 

 若公比不為 1，依題意，有 

  








=
=

=++

acb

abc

cba

2

27

13

，由此得 273 =b ，即 3=b 。 

 故得 




=
=+

9

10

ac

ca
，即 1,9 == ca 。 

 所以三數中最小的一個為 1。 

 

6. 若奇數 dcba ,,,  符合下列性質： 

 (a) 13013 <<<<< dcba ， 

 (b) da,  的最大公因子為 1， 

 (c) dcba ,,,  組成等比數列， 

 求 c 的值。 

答： 由條件 (b) 及 (c)， 

 可得 3223 ,,, ydxycyxbxa ==== ， 

 其中  xyyx >= ,1),( 。 

 再由條件 (a)， 

 得知 13 至 130 之間的完全奇立方數僅得 27, 125。 

 所以得 5,3 == yx ，即 7553 2 =×=c 。 

 

7. 等比數列的前 10 項和 1010 =S ，前 20 項和 10020 =S ，求前 30 項和 30S 。 

答： 設原等比數列公比為 q。 

令 2030310202101 ,90,10 SSbSSbSb −==−===  

則 321 ,, bbb 亦成等比數列，公比為 9
10

9010 === qr 。 

因此 30S  = 321 bbb ++  = 2
111 rbrbb ++  

  = )(1 2
1 rrb ++  = )990(11 2++  = 910。 
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8. 求下列各式的值： 

 (a) ...000064.00064.064.0 +++  

 (b) ...460000.04600.046.0 +++ &&&&&&  

答： (a) 原式 = ...)0001.001.01(64.0 +++  

   = ...)
100

1

100

1
1(

100

64
2

+++  

   = 

100

1
1

1

100

64

−
×   = 

99

100

100

64 ×  

   = 
99

64
。 

 (b) 原式 = ...)0001.001.01(46.0 +++&&   

   = ...)
100

1

100

1
1(

99

64
2

+++   

   = 

100

1
1

1

99

64

−
×   = 

99

100

99

64 ×  

   = 
9801

6400
。 

 

9. 某兩數的等差中項和等比中項分別為 13 和 12，求此兩數的調和中

 項。 

答： 設該兩數為 ba, ， 

 ba +   = 132×  = 26， 

 ab   = 212  = 144 

 調和中項 = 
ba

ab

+
2

 = 
26

1442 ×
 = 

13

144
。 

 

10. 已知 ba,,8 形成一等差級數，且 36,,ba 形成一等比級數。若 a 和 b 

皆為正整數，求 a , b 的和。(HKMO 1997/98 初賽個人) 

答： 依題意， ba += 82 ，即 82 −= ab 。 

   2b    = a36  

   2)82( −a   = a36  

   64324 2 +− aa  = a36  

   16172 +− aa   = 0 

   )16)(1( −− aa   = 0 

   1=a  (捨去) 或 16=a   

 由於 82 −= ab ，即 24=b 。故 402416 =+=+ ba 。 
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淺問 

 
1. 求下列等比數列的通式 na  和前十項和 10S ： 

 (a) 11 =a , 3=r    (b) 51 =a , 2−=r  

 

2. 某等比數列的第五項和第八項分別為 7! 和 8!。求該數列的首項。 

 (AMC 12 2009) 

 

3. 求數列 1, 21+ , 2221 ++ , …, 20102 2...221 ++++  的和。 

 

4. 設 baxxf +=)(  ( 0≠a )，若 )2(f 、 )5(f 、 )14(f  成等比數列及 

15)8( =f ，求 ∑
=

20

1

)(
i

if  的值。 

 

5. 有等差數列{ }na 的公差為 d 和等比數列{ }nb 的公比為 r，其中 

2,1 11 == ba 。若數列 { }nn ba +  的前三項為 3, 12, 23，求 rd +  的值。 

 

6. 試在 1 和 7776 中加插四項，使之成為等比數列。 

 

7. 若整數 edcba ,,,,  符合下列性質： 

 (a) 1002 <<<<<≤ edcba ， 

 (b) ea,  的最大公因子為 1， 

 (c) edcba ,,,,  組成等比數列， 

 求 c 的值。 (COMC 2011) 

 

8. 兩數的調和中項和等比中項分別為 4 和 8，求此兩數的等差中項。 

 

9. 求下等比數列的無限和 ∞S ： 

 (a) ...
9

1

3

1
1 +++    (b) ...

9

1

3

1
1 −+−  

 

10. 求下列各式的值： 

 (a) ...000089.00089.089.0 +++  

 (b) ...980000.09800.098.0 +++ &&&&&&  

 

11. 若有四數成等差數列，順序分別加上 1, 1, 3, 9 後，便成為等比數

列，求原來四數的乘積。 
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詳答 

 
1. (a) 11 =a , 3=r   

  na  = 131 −× n     = 13 −n  

  10S  = 
13

1311

−
−

    = 
2

1311 −
 (88573) 

(b) 51 =a , 2−=r  

  na  = 1)2(5 −−× n  

  10S  = 
)2(1

])2(1[5 11

−−
−−

   = 
3

)21(5 11+
 

   = 3415 

  

2. 設該數列首項為 a，公比為 r，得 !74 =ar  及 !87 =ar 。 

 
4

7

ar

ar
 = 

!7

!8
 

 3r  = 8 

 r = 2 

 所以首項 a = 
42

!7
 = 

16

5040
 = 315。 

 

3. 該數列即為 12 − , 122 − , 123 − , …, 122010 − 。 

 而總和 = )12(...)12()12()12( 201032 −++−+−+−  

   = 2010)2...222( 201032 −++++  

   = 2010222011 −−  = 201222011 −  
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4. 2)]5([ f   = )14()2( ff ×  

 2)5( ba +   = )14)(2( baba ++  

 22 1025 baba ++  = 22 1628 baba ++  

 aba 63 2 +   = 0 

 )2(3 baa +   = 0 

 由於 0≠a ，所以 ba 2−=  

 所以 bbxxf +−= 2)( ， 151516)8( =−=+−= bbbf ，即 1−=b , 2=a 。 

 即 12)( −= xxf  

 ∑
=

20

1

)(
i

if  = ]1)20(2[...]1)3(2[]1)2(2[]1)1(2[ −++−+−+−  

    = 20
2

)120(20
2 −+××  = 400 

 

5. 11 ba +  = 1 + 2  = 3 

 22 ba +  = rbda 11 ++  = 12 

    rd 2+   = 11 …(1) 

 33 ba +  = 2
11 2 rbda ++  = 23 

    222 rd +  = 22 

    2rd +   = 11 …(2) 

 由 (1) 及 (2)，得  

    2211 rr +−  = 11 

    rr 22 −  = 0 

    0=r  或 2=r ，即得 11=d  或 7=r ， 

 所以 rd +  = 11 或 9。 

 

6. 設等比數列的通項 1
1

−= n
n raa ，則 

  11 =a ， 77761 5
6 =×= ra ，所以 6=r ， 

 故該數為 1, 6, 36, 216, 1296, 7776。 

 

7. 由條件 (b) 及 (c)， 

 可得 432234 ,,,, yexydyxcyxbxa ===== ， 

 其中  xyyx >= ,1),( 。 

 再由條件 (a)， 

 得知 100 以內的完全四次方數僅得 1, 16, 81。 

 所以得 3,2 == yx ，即 3632 22 =×=c 。 
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8. 設兩數分別為 ba, ， 

 則 ab  = 28  = 64 

   
ba

ab

+
2

 = 4 

   642×  = )(4 ba +  

   ba +  = 
4

128
 = 32 

 故等差中項 = 
2

ba +
 = 

2

32
 = 16。 

 

9. (a) ...
9

1

3

1
1 +++  = 

)
3

1
(1

1

−
 = 

2

3
 

 (b) ...
9

1

3

1
1 −+−  = 

)
3

1
(1

1

−−
 = 

5

3
 

 

10. (a) 原式 = ...)0001.001.01(89.0 +++  

   = ...)
100

1

100

1
1(

100

89
2

+++  

   = 

100

1
1

1

100

89

−
×   = 

99

100

100

89 ×  

   = 
99

89
。 

 (b) 原式 = ...)0001.001.01(98.0 +++&&   

   = ...)
100

1

100

1
1(

99

89
2

+++   

   = 

100

1
1

1

99

89

−
×   = 

99

100

99

89 ×  

   = 
9801

8900
。 
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11. 設原來四數為 )3(),2(),(, dadadaa +++ ， 

 則 2)1( ++ da    = )32)(1( +++ daa  

  即 addada 222122 +++++  = 32322 +++++ daaada  

   222 −− ad    = 0 …(1) 

 另 2)32( ++ da    = )93)(1( ++++ dada  

   daadda 126494 22 +++++ = 22 393 dadaada ++++  

        939 +++ dad  

   ad 42 −    = 0 …(2) 

  (1), (2) 兩式合得 

   224 −− aa    = 0 

   a2     = 2 

   a    = 1 

 故 d    = 2± 。 

 若取 2,1 == da ，得數列 1,3,5,7，乘積 = 7531 ×××  

         = 105 

 驗算加值後成 2,4,8,16，合題意為一首項和公比均是 2 的等比數列。 

 若取 2,1 −== da ，得數列 1,-1,-3,-5， 

   乘積 = )5()3()1(1 −×−×−×   = -15 

 驗算加值後成 2,0,0,4，不合題意，故應捨去。 

 即答案是 105。 

 

 

聰明在於學習，天才在於積累。 

 

中國數學家 

華羅庚 (1910-1985) 

 


