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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

解幾 –直線圖形 

 

摘要 

 
 1. 計算三角形內中線的長度及方程。 

 2. 計算兩直線交角及找角平分線的方程： 

  兩直線交角為 
21

21

1
arctan

mm

mm

+
−

。 

 3. 計算點線距離： 

 若 ),( 11 yxP  與直線 0=++ CByAx  的距離 

  d = 
22

11

BA

CByAx

+

++
。 

 4. 計算兩平行線間的距離： 

  給定兩平行線 01 =++ CByAx  及 02 =++ CByAx ， 

  兩線間的距離 d = 
22

21

BA

CC

+

−
。 

 5. 認識多邊形面積計算。    

  A = 

11

33

22

11

......
2

1

yx

yx

yx

yx

  

   = )...()...(
2

1
1231213221 nn yxyxyxyxyxyx +++−+++  

 6. 認識三角形垂線的方程及長度計算。 

 7. 認識三角形內重心、垂心的坐標計算。 

 8. 求兩直線的角平分線，進而求三角形的內或外角平分線： 

  給定兩直線 0111 =++ CyBxA  及 0222 =++ CyBxA ， 

  其角平分線為 
2
1

2
1

11

BA

CyBxA

+

++
 = 

2
2

2
2

22

BA

CyBxA

+

++
。 
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拾例 

 
1. 在直角坐標系統中，已知 A(6,-4)，在 x 軸上確定點 P 使 AOP∆  為等腰

 三角形。問符合條件的 P 點共有多少點？ 

答： 情況一： OP = AO 

   AO = 22 )04()06( −−+−  = 52   

        = 132 。 

   即有兩點符合要求， )0,132(± 。 

 情況二： AP = AO 

   設 )0.(xP  

   AP  = 22 )04()6( −−+− x  = 52  

     52122 +− xx  = 52  

     52122 +− xx   = 52 

     xx 122 −   = 0 

     0=x  (捨去) 或 12=x 。 

   即有一點符合要求， )0,12( 。 

 情況三： OP = AP 

   設 )0.(xP  

   AP  = 22 )04()6( −−+− x  = x 

     52122 +− xx   = 2x  

     5212 −x   = 0 

     x   = 
4

13
 

   即有一點符合要求， )0,
4

13
( 。 

 所以共有四點符合要求。 

 

2. 求原點至 10043 =+ yx  的距離。 (FWMT-J 1998) 

答： 距離 = 
22 43

100)0(4)0(3

+

−+
 = 20。 

 

3. 求兩平行線 06125 =++ yx  及 012410 =−+ yx  之間的距離。 

答： 06125 =++ yx ，即 0122410 =++ yx 。 

 故兩線間的距離為 
22 125

112

+

+
 = 

13

13
 = 1。 
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4. 若 θ  為兩直線 032 =−+ yx  及 yx 5=  之間的交角，求 θtan 。 

答： 直線 032 =−+ yx  可改寫成 
2

3

2
+−= x

y ， 斜率為 
2

1− 。 

 直線 yx 5=   可改寫成 
5

x
y = ， 斜率為 

5

1
。 

 故 θtan  = 

)
2

1
(

5

1
1

)
2

1
(

5

1

−×+

−−
  = 

2

1

5

1
1

2

1

5

1

×−

+
 

    = 

10
9

10
7

   = 
9

7
 

 

5. 求兩直線 013 =+− yx  及 033 =+− yx  的角平分線。 

答： 角平分線方程為 

   
22 31

13

+

+− yx
  = 

22 13

33

+

+− yx
 

   
10

13 +− yx
  = 

10

33 +−± yx
 

   13 +− yx   = )33( +−± yx  

   0222 =++ yx  或 0444 =+− yx   

 即 01 =++ yx   或 01 =+− yx 。 

 

6. 已知 ABO∆  的頂點為 )2,1(−A 、 )4,3( −B 及原點，求該三角形的面

積。 

答： 面積 = 

00

43

21

00

2

1

−
−

 = )060()040(
2

1 ++−++   

   = 2
2

1 −   = 1。 
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7. 以 A(1,9), B(8,9), C(-6,-4) 為頂點的三角形內的一點 P，

PCAPBCPAB ∆∆∆ .,  的面積相等，求 P 點坐標。 

答： 設 ),( yxP ， 

 PAB∆  的面積 = 

yx

yx

98

91

2

1
  

     = )972899(
2

1
xyyx −−−++  

     = 
2

637 −y
 

 PBC∆  的面積 = 

yx

yx

46

98

2

1
−−

  

     = )45486329(
2

1
xyyx ++−−−  

     = 
2

221413 +− yx
 

 PCA∆  的面積 = 

yx

yx

91

46

2

1 −−
  

     = )946544(
2

1
xyyx −+++−−  

     = 
2

50713 −+− yx
 

 由於面積相等，得 




−=−+−
−=+−

63750713

637221413

yyx

yyx
， 

 即   




=−
=+−

01313

0852113

x

yx
， 

 解得 
3

14
,1 == yx  

 解得 )
3

14
,1(),( =yxP 。 

 (註： P 即重心，可以求重心的方法求得。) 
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8. 已知三角形的頂點為 A(1,9), B(8,9), C(-6.-4)，求三角形重心的坐標。 

答： 重心坐標為 )
3

499
,

3

681
(

−+−+
 = )

3

14
,1( 。 

 

9. 四邊形 ABCD 的四頂點坐標分別為 )4,7(),9,1(),4,7(),9,1( −−−− DCBA 。求該

 四邊形兩對邊中點連線的交點坐標。 

答： 由於四邊形對邊中點連線互相平分。 

 所以該點坐標為 )0,0()
4

4949
,

4

7171
( =−−+−−+

。 

 (註： 可證明四中點成平行四邊形， 

 兩對邊中點連線的交點為該平行四邊形的中心點。) 

 

10. 以 A(1,1)、B(4,2)、C(3,4) 為頂點的 ABC∆ ，從頂點 A 向對邊 BC 

引垂線。若垂足為 H，求 H 點坐標。 

答： 直線 BC 的斜率為 
43

24

−
−

  = -2 

 直線 BC 的方程為 
4

2

−
−

x

y
  = -2 

     2−y   = 42 +− x  

     62 −+ yx  = 0 

 故垂線的方程為 
1

1

−
−

x

y
  = 

2

1
 

    22 −y   = 1−x  

    12 +− yx  = 0 

 




=+−
=−+

012

062

yx

yx
，解得 

5

8
,

5

11 == yx  

 故 H 點的坐標為 )
5

8
,

5

11
( 。 
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淺問 

 
1. 若下列兩直線的交角為 θ ，求 θtan  的值。 

 (a) 02 =+ yx  及 0543 =+− yx  

 (b) 0876 =+− yx  及 0109 =−y  

 

2. 求點 (2, -3) 與下列直線的最短距離： 

 (a) 032 =−+ yx     (b) 0512 =− yx  

 

3. 設 A(1,1), B(9,7) 和 C (7,1) 為平面上的三點。若 D 是 AB 上的一點，

 使得 CDAB ⊥ 。求 CD 的長度。 (培正 2004 中二) 

 

4. 求平行直線 0643 =−+ yx  及 0386 =−+ yx  之間的距離。 

 

5. 已知三點 A(-1, 2)、B(3, 4)、C(5, -6)，求 

 (a) ABC∆ 面積； 

 (b) ABC∆  的重心坐標； 

 (c) ABC∆  中自 A 至 BC 的垂線的長度和方程； 

 (d) ABC∆  中自 B 至 CA 的中線的長度和方程； 

 (e) ABC∆  中 AB 的垂直平分線的方程。 

 

6. 已知直線 52:1 =− yxl  與 52:2 =+ yxl  相交於 A 點， 21 , ll  與 x 軸

分別相交於 B、C 點。求 

 (a) A, B, C 三點坐標； 

 (b) A 點的內角分線。 

 

7. 已知 ABC∆  的三頂點分別為 A(1, -1)、

B(-4, 1)、C(4, 2)，求三點至各對邊的

垂線方程，並求垂心坐標。 

 

8. 求過點 )3,2(−X  且與原點距離為 2 的

直線方程。 

 

9. 如右圖，陰影部分面積為 a ，求 a 。  

 (HKMO 1995/96 決賽個人) 

 

10. 已知三角形三個頂點是 A(3,-8), B(-4,6), C(7,0)，它的重心是 G，求 

 GAB∆  的面積。 
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詳答 

 
1. (a) xy

2

1−=  及 
4

5

4

3 += xy ， 

  故 θtan  = 

)
2

1
(

4

3
1

)
2

1
(

4

3

−+

−−
 = 

8
5

4
5

 = 
2

1
 

 (b) 
7

8

7

6 += xy  及 
9

10=y ， 

  故 θtan  = 

)0(
7

6
1

0
7

6

+

−
 = 

7

6
 

2. (a) 最短距離 = 
22 21

3)3(2)2(

+

−−+
 = 

5

7−
 = 

5

57
  

 (b) 最短距離 = 
22 512

)3(5)2(12

+

−−
 = 

13

39
 = 3 

 

3. AB 的方程： 
1

1

−
−

x

y
  = 

19

17

−
−

 

   )1(4 −y  = )1(3 −x  

   143 +− yx  = 0 

 CD = 
22 43

1)1(4)7(3

+
+−

 = 
5

18
。 

 

4. 兩直線為 01286 =−+ yx  及 0386 =−+ yx 。 

 故兩平行線間的距離為 
22 86

123

+

+−
 = 

10

9
。 
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5. (a)  ABC∆ 面積 

  = 

21

65

43

21

2

1

−
−

−

 = 620610184
2

1 −−−+−−  = 22 

 (b) 重心 )
3

642
,

3

531
(

−+++−
 = )0,

3

7
(  

(c) BC 的方程：  
53

64

5

6

−
+=

−
+

x

y
   )5(56 −−=+ xy  

     0195 =−+ yx  

  垂線的長度  
22 15

19)2()1(5

+

−+−
 = 

26

22
 =

13

2611
 

  垂線的斜率 = 
5

1

−
−

   = 
5

1
 

  垂線的方程： 
5

1

1

2 =
+
−

x

y
   1)2(5 +=− xy  

     0115 =+− yx  

 (d) CA 的中點坐標： )
2

62
,

2

51
(

−+−
 = )2,2( −  

  中線距離：  22 )24()23( ++−  = 37  

  中線方程：  
32

42

3

4

−
−−=

−
−

x

y
  )3(64 −=− xy  

     0146 =−− yx  

 (e) AB 的中點坐標： )
2

42
,

2

31
(

++−
 = )3,1(  

  AB 的斜率  = 
13

24

+
−

  = 
2

1
 

  垂直平分線的斜率 = 
2

1
1÷−  = -2 

  垂直平分線的方程 ： 2
1

3 −=
−
−

x

y
     

      )1(23 −−=− xy  
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6. (a) 解 




=+
=−

52

52

yx

yx
，得 





=
=

1

3

y

x
，所以 A(3,1)。 

   代 0=y  入兩式，得 B(2.5,0) 及 C(5,0)。 

 (b) 設內角平分線上的點 P(x,y)： 

   
22 )1(2

52

−+

−− yx
  = 

22 21

52

+

−+ yx
 

   
5

52 −− yx
  = 

5

52 −+± yx
 

   5252 −+=−− yxyx  或 5252 +−−=−− yxyx  

   03 =− yx    或 0103 =−+ yx  

   留意，兩答案一為內角平分線，而另一為外角平分線， 

   判定方法有二，如下： 

   方法 1： 

    由於兩直線 21 , ll  的斜率分別為 2 及 
2

1− 。 

    而求得的兩直線的斜率分別為 3,
3

1 − 。 

    繪圖分析後，得斜率為 -3 的才是內角平分線， 

    即 0103 =−+ yx 。 

   方法 2： 

    求得的兩直線與 BC 的交點分別為 (0,0) 及 )0,
3

10
( 。 

    由於 5
3

10

2

5 << ， 

    所以 0103 =−+ yx  才是內角平分線。 
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7. BC 的斜率 = 
44

12

+
−

 = 
8

1
。 

 所以自 A 點的垂線斜率為 -8。 

 自 A 點的垂線方程為 
1

1

−
+

x

y
  = -8 

      1+y   = 88 +− x  

      78 −+ yx  = 0 

 CA 的斜率 = 
14

12

−
+

 = 1。 

 所以自 B 點的垂線斜率為 -1。 

 自 B 點的垂線方程為 
4

1

+
−

x

y
  = -1 

      1−y   = 4−− x  

      3++ yx  = 0 

 AB 的斜率 = 
14

11

−−
+

= 
5

2− 。 

 所以自 C 點的垂線斜率為 
2

5
。 

 自 C 點的垂線方程為 
4

2

−
−

x

y
  = 

2

5
 

      42 −y   = 205 −x  

      1625 −− yx  = 0 

 解 




=++
=−+

03

078

yx

yx
，得垂心坐標 )

7

31
,

7

10
( − 。 

  

8. 設過點 )3,2(−X  的直線的斜率為 m，則 m
x

y =
−
+

3

2
， 

即 0)32( =++− mymx 。 

若該直線與 x 軸垂直，則其方程為 2±=x ，故 2−=x 符合要求。 

另 
1

32)0()0(
2 +

++−
m

mm
 = 2 

  32 +m    = 12 2 +m  

  9124 2 ++ mm   = 44 2 +m  

  m   = 
12

5−  

 所以該直線方程為 0]3)
12

5
(2[

12

5 =+−+−− yx ，即 026125 =−+ yx 。 
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9. 解法一： 

   直線 1+= xy  的 y 軸截距為 1。 

   另一直線方程為 3=+ yx ， 

   故兩直線交點在 (1,2)。 

   所以 a = 

00

03

21

10

00

2

1
  

    = )61(0
2

1 +−  

    = 
2

7
 

  

 解法二： 

   a = 
2

12

2

33 ×−×
  = 1

2

9 −   = 
2

7
 

 

10. G 點的坐標為 )
3

068
,

3

743
(

++−+−
 = )

3

2
,2( −  

GAB∆  的面積 = 

83
3

2
2

64

83

2

1

−

−
−

−

  

   = 2123216
3

8
18

2

1 +−−−+  

     = 
3

56
 

 


