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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數論 – 線性不定方程 

 

摘要 

 
 1. 淺介不定方程定義。 

 2. 解二元一次不定方程 mbyax =+ ：                                                           

 以試值法、同餘法或輾轉相除法尋初解 ),( 00 yx 。 

 (i) 若 1),( =ba ，




−=
+=

atyy

btxx

0

0 ，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

 (ii) 若 1),( ≠ba ，但整除 m ，兩邊除以 ),( ba  再進行計算。 

 (iii) 若 1),( ≠ba ，但不整除 m ，無解。 

3. 解三元一次不定方程 

  分拆為兩道二元一次不定方程。 

4. 解二道三元一次不定方程組 

  以消元法，消去一未知數，再進行計算。 
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拾例 

 
1. 求方程 765 =+ yx  的所有整數解。 

答： 觀察得初解 2,1 =−= yx ， 

 所以得解 tytx 52,61 −=+−= ，其中 t 為任何整數。 

  

2. 求方程 2510737 =+ yx  的所有整數解。 

答： 解法 1： 

  利用輾轉相除法，得 33372107 +×=  433137 +×=   

      14833 +×= 。 

  反過來 1 = 4833 ×−  = 48437 ×−−  

     = 4937 ×−  = )3337(937 −×−  

     = 378339 ×−×    

     = 378)372107(9 ×−×−×  

     = 37261079 ×−×  

  所以對於 110737 =+ yx  存有初解 




=
−=

9

26

y

x
。 

  即對原方程存有初解 




=×=
−=×−=
225259

6502526

y

x
， 

  故所有整數解為




−=
+−=

ty

tx

37225

107650
，其中 t 為任何整數。 

 解法 2： 

  取模 37，得 2533 =y ，即  124 −=− y ， 3=y 。 

  代入原式 310737 ×+x  = 25 

    x37   = -296 

    x  = -8 

  故所有整數解為




−=
+−=

ty

tx

373

1078
，其中 t 為任何整數。 

 

3. 求方程 0281612 =−+ yx  的所有整數解。 

答： 原方程可改寫為 0743 =−+ yx  

觀測得初解 1,1 == yx 。 

 所以得解 




−=
+=

ty

tx

31

41
，其中 ...2,1,0 ±±=t 。 
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4. (a) 問有多少對正整數序偶 ),( nm  滿足 19959519 =+ nm 。 

 (b) 在所有正整數序偶 ),( nm  中，求 mn  的最大值。 

答： (a) 原式化簡 1055 =+ nm ， 

   觀看得初解 1,100 == nm 。 

   故得解 




+=
−=
tn

tm

1

5100
，其中 190 ≤≤ t 。 

   故共有 20 組正整數序偶。 

 (b) mn  = )1)(5100( tt +−  = 100955 2 ++− tt  

    = 100)19(5 2 +−− tt   

    = 
4

1905
100)

4

381
19(5 2 +++−− tt  

    = 
4

2305
)

2

19
(5 2 +−− t  

   由於 t 為整數，且 10
2

19
9 << 。 

   故試 9=t ，  550)91)(95100( =+×−=mn 。 

   再試 10=t ， 550)101)(105100( =+×−=mn 。 

   所以 mn  的最大值為 550。 

 

5. *小明的計算機只能提供兩種運算：使顯示的數字加上 12 或減去 7 。今天

計算機上顯示的數字是 2010。至少需要多少步運算才可使顯示的數字變為 

2012？ (HKMHASC 2011/12) 

答： 設需要 x 步加 12 運算和 y 步減 7 運算。 

 即得 220102012712 =−=− yx 。 

 兩邊取模七，得 )7(mod25 ≡x ，解得 )7(mod6≡x 。 

 取最小解 6=x ，得 y7)6(12 −  = 2 

    y  = 10 

 即最小要經過 6 步加 12 運算和 10 步減 7 運算，才可達至上述結果。 

 故共需 16106 =+  步。 

 

6. 若 yx,  滿足 6446 =+ yx  ，求 yx −  的最小值。 

答： 即解 3223 =+ yx 。 

 觀測得初解 1,10 == yx 。 

 故不定方程解為 tytx 31,210 +=−= ，其中 t 為任意整數。 

 即 yx −  = )31()210( tt +−−  = t59 − 。 

 取 2=t ，得 1=− yx  為最小值。 

 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

4 

 

7. 求方程 15753 =−+ zyx  的整數解。 

答： 令 tyx =+ 53 ，得初解 tytx −== ,2 ， 

 故得解 utyutx 3,52 +−=−= ，其中 u 為任何整數。 

 再解 157 =− zt ，觀察得初解 2,1 −== zt ， 

 所以得解  vzvt +−=+= 2,71 ，其中 v 為任何整數。 

 綜合得 








+−=
−+−=

+−=

vz

vuy

vux

2

731

1452

 ，其中 u, v 為任何整數。 

 

8. 今有雞翁一直錢五，雞母一直錢三，雞雛三直錢一，凡百錢雞百隻，問雞翁

母雛各幾何？ (張丘建算經) 

答： 設雞翁母雛各 zyx ,,  隻，則 

 






=++

=++

100
3

35

100
z

yx

zyx
，消去 z，得 200814 =+ yx ，即 10047 =+ yx 。 

 觀察得初解 25,0 == zx ，即 tytx 725,4 −== ， 

 由此 tttz 375)725(4100 +=−−−= ， 

 由於所求的為非負整數解，故 




≥−
≥

0725

04

t

t
，即 3,2,1,0=t 。 

 故有解 








=
=
=









=
=
=









=
=
=









=
=
=

84

4

12

,

81

11

8

,

78

18

4

,

75

25

0

z

y

x

z

y

x

z

y

x

z

y

x

。 

 

9. 某季足球比賽，勝一場得 3 分，和一場得 1 分，負一埸得 0 分。某隊比

賽了二十場，得 28 分，問最少有多少場勝利？ 

答： 設某隊勝 x 場、和 y 場、負 z 場。 

 




=++
=+

20

283

zyx

yx
，消去 y 後得 82 =− zx 。 

 觀察得初解 0,4 == zx ，故得解 




=
+=
kz

kx

2

4
， 

 待入得 kkky 316)2()4(20 −=−+−= ， 

 綜合得 








=
−=
+=

kz

ky

kx

2

316

4

，其中 k = 0, 1, 2, 3, 4, 5。 

 若取 0=k ，便得最少的 4 場勝利。  
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10. 用一元、二元及五元硬幣，以湊合十七元，且每次均須使用各種硬幣，其方

法有 n 種，求 n 。 (HKMO 1994/95 初賽團體) 

答： 設分別有一元、二元及五元硬幣 x枚、 y枚、 z 枚。 

 1752 =++ zyx ，其中 0,, >zyx  

 先設 tyx =+ 2 ，觀看得初解 tytx =−= , 。 

 故得解 




−=
+−=

uty

utx 2
，其中 u 為任何整數。 

 再看 175 =+ zt ，觀看得初解 3,2 == zt 。 

 故得解 




−=
+=

vz

vt

3

52
，其中 v 為任何整數。 

 綜合得 








−=
+−=

−+−=

vz

vuy

vux

3

52

522

，其中 u, v 為任何整數。 

 但由於 0,, >zyx ，故得 








≥−
≥+−

≥−+−

13

152

1522

v

vu

vu

，即 








≤
−≥+−

≥−

2

15

352

v

vu

vu

 

 解得 2,1=v 。 

 若 1=v ， 2,7,27 =−=+−= zuyux ，即只可取 6,5,4=u ， 

 這時 )2,1,5(),2,2,3(),2,3,1(),,( =zyx ，共有三解。 

 若 2=v ， 1,12,212 =−=+−= zuyux ，即只可取 11,10,9,8,7=u ， 

 這時 )1,1,10(),1,2,8(),1,3,6(),1,4,4(),1,5,2(),,( =zyx ，共有五解。 

 故 853 =+=n 。 
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淺問 

 
1. 求下列不定方程的所有整數解： 

 (a) 1156 =− yx    (b) 1348 =− yx  

 (c) 2493 =+ yx    (d) 1023 =+− yx  

 

2. 求有序正整數對 ),( nm 的數目使方程 20121220 =+ nm  成立。 (AIME 2012)  

 

3. 求不定方程 7890456123 =+ yx  的所有整數解。 

 

4. 若 10032 =+ yx ，其中 yx, 都是正整數，求 xy  的最大值。 

 

5. x,y 為正整數，且 12353 =+ yx 。求 yx −  的最小值。 

 (HKMO 1994/95 初賽個人) 

 

6. 問有多少對正整數序偶 ),( yx  使 100072 =+ yx ？ (FWMT-J 2001) 

 

7. 某國硬幣 $5 和 $7 兩種，須支付 $142 共有多少種不同方法？ 

 

8. 若把著名數學家哈代辭世的那一天的月份數乘以 31 加上日期數乘以 13 的

 總和便是 385。問哈代在哪一天辭世？ 

 

9. 求下列不定方程的所有整數解： 

 (a) 732 =−− zyx   (b) 43063 =−+ zyx  

 (c) 6161015 =++ zyx   (d) 11753 =+− zyx  

 

10. 有 $1、$2 和 $5 硬幣若干枚，它們共值 30元，求不同的組合方法數目。 

 

11. 解下列不定方程組： 

 (a) 




=++
=++

100216

99

zyx

zyx
。 (b) 





=++
=++

87508

94

zyx

zyx
 

 

12. 張先生到市場買雞。已知公雞、母雞和小雞的售價分別是 24 元、16 元和 1 

元。他用了 400 元買了 100 隻雞。他買了多少隻母雞？ (培正 2002 高級) 

 

13. 今有碗一值二十文，盤一值一文，土器五值一文，各買幾何，錢百文買百

器？ (日 柴村藤左衛門「格致算書」) 
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詳答 

 
1. (a) 1156 =− yx     

  直觀得初解 1,1 −== yx ，而 1)5,6( = 。 

  所以得解 tytx 61,51 −−=−= ，其中 ...2,1,0 ±±=t  

(b) 1348 =− yx  

 由於 4)4,8( = ，而右方不是 4 的倍數，故無解。 

 (c) 2493 =+ yx   

  原式可化簡為 83 =+ yx 。 

  直觀得初解 2,2 == yx ，而 1)3,1( = 。 

  所以得解 tytx +=−= 2,32 ，其中 ...2,1,0 ±±=t  

(d) 1023 =+− yx  

直觀得初解 2,2 =−= yx ，而 1)2,3( = 。 

所以得解 tytx 32,22 +=+−= ，其中 ...2,1,0 ±±=t  

 

2. nm 1220 +  = 2012 

 nm 35 +  = 503 

 觀測得初解 1,100 == nm 。 

 故得 




+=
−=

tn

tm

53

3100
， 

 其中 t 為整數且符合 




>+
>−
053

03100

t

t
 ，即 

3

100

5

3 <<− t  

 即 330 ≤≤ t 。即共有解 34 個。 

 

3. 7890456123 =+ yx ，即 263015241 =+ yx 。 

 兩方取模 41，得 )41(mod629 ≡y ，即 )41(mod25212 ≡− y ，得 21−=y 。 

 進而得 7890)21(456123 =−+x ， 142=x 。 

所以 




+−=
−=

ty

tx

4121

152142
，其中 ...2,1,0 ±±=t  
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4. 10032 =+ yx ，得解 




+=
−=

ty

tx

20

350
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

 再令




>+=
>−=

020

0350

ty

tx
，解得 161 ≤≤ t 。 

 
9

625
6)

9

625

3

50
(61006)2(350 22 ×++−−=+−=−= ttttttxy  

  = 
3

1300
)

3

25
(6 2 +−− t ，故取 9,8=t 。 

 若取 8=t ， 4161626 =×=xy ， 

 若取 9=t ， 4141823 =×=xy ，故最大值為 416。 

 

5. 觀察得初解 24,1 == yx ，所以得解 tytx 324,51 −=+= ，其中 

7...2,1,0=t 。 

 而 yx −  = )324()51( tt −−+  = 238 −t  

 取最小值，得 3=t ， 1=− yx 。 

 

6. 觀察得初解 0,500 == yx ， 

 故不定方程解為 tytx 2,7500 =−= ，其中 711 ≤≤ t 。 

 合共有序偶 71 個。 

 

7. 設硬幣 $5 和 $7 各有 x 枚和 y 枚。 

 則 14275 =+ yx ，觀察得初解 6,20 == yx 。 

 故得解 tytx 56,720 −=+= 。 

 由於我們要求非負整數解，故得 




≥−
≥+
056

0720

t

t
， 

 故得 
5

6

7

20 ≤≤− t ，即 12 ≤≤− t ，故共有四種方法。 

 即 








=
=

=
=









=
=

=
=

1

27
,

6

20
,

11

13
,

16

6

y

x

y

x

y

x

y

x
。 

 

8. 設哈代辭世的日子為 x 月 y 日， 

 則 yx 1331 +  = 385 

  x5   = 8 (mod 13) 

  x  = 12 (mod 13) 

 得 y131231 +×  = 385 

  y13   = 13 

  y  = 1 

 故哈代在 12 月 1 日辭世。 
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9. (a)  把不定方程改寫成 




=−
=−

wyx

zw

2

73
。 

而 wyx =− 2 ，得解 




+−=
+−=

swy

swx 2
，其中 ,...2,1,0 ±±=s  

而 73 =− zw ， 

解得 




−−=
−=

tz

tw

2

31
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

所以綜合解得 








−−=
++−=

++−=

tz

sty

stx

2

31

231

，其中 ,...2,1,0, ±±=ts  

 (b) 由於 (3, 6, 30) = 3，而右方不是 3 的倍數，故無解。 

 (c) 把不定方程改寫成 




=+
=+

wyx

zw

51015

6165
 

而 wyx 51015 =+ ，即 wyx =+ 23  

解得 




−−=
+=

swy

swx

3

2
，其中 ,...2,1,0 ±±=s  

而 6165 =+ zw ， 

解得 




−=
+=

tz

tw

56

65
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

所以綜合解得 








−=
−−−=

++=

tz

sty

stx

56

365

265

，其中 ,...2,1,0, ±±=ts  

 (d) 把不定方程改寫成 




=−
=+

wyx

zw

53

117
 

而 wyx =− 53  ，得解 




+=
+=

swy

swx

3

52
，其中 ,...2,1,0 ±±=s  

而 117 =+ zw  ，得解 




−=
+=

tz

tw

1

74
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

  綜合解得 








−=
++=
++=

tz

sty

stx

1

374

5148

，其中 ,...2,1,0, ±±=ts  
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10. 設有 $1、 $2 和 $5 硬幣分別有 x 枚、 y 枚和 z 枚。 

 依題意，有 3052 =++ zyx  

 即解 




=+
=+

wyx

zw

2

305
， 

 在 wyx =+ 2 ，解得 




−=
+−=

swy

swx 2
，其中 ,...2,1,0 ±±=s  

 在 305 =+ zw ，解得 




−=
+=

tz

tw

6

50
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

 綜合得解 








−=
−=
+−=

tz

sty

stx

6

5

25

， 

要令 0,, ≥zyx ，故得 tstt 55.2,60 ≤≤≤≤ 。 

當 0,0 == st ；  當 5,4,3,1 == st ； 

當 10,...,7,6,5,2 == st ； 當 15,...,10,9,8,3 == st ； 

當 20,...,12,11,10,4 == st ； 當 25,...,15,14,13,5 == st ； 

當 30,...,17,16,15,6 == st 。 

所以共有 1613118631 ++++++  = 58 個組合方法。 

 

11. (a) 




=++
=++

100216

99

zyx

zyx
 

把兩式相減，得 1205 =+ zy ，由於 5)20,5( = ，而 1 不是 5 的倍

數，故無解。 

 (b) 




=++
=++

87508

94

zyx

zyx
 

  把兩式相減，得 7497 −=+ zy ，即 17 −=+ zy 。 

  解得 




−=
+−=

tz

ty

0

71
，其中 ,...2,1,0 ±±=t  

  代入，得 tttzyx 695)()71(9494 −=−−+−−=−−=  

  所以得解 








−=
+−=
−=

tz

ty

tx

71

695

，其中 ,...2,1,0 ±±=t  
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12. 設張先生買了公雞、母雞、小雞分別為 x 隻、 y 隻和 z 隻。 

 




=++
=++
100

4001624

zyx

zyx
，兩式相減，得 3001523 =+ yx 。 

 觀察得初解 




=
=

20

0

y

x
，這亦是唯一解，這時 80=z 。 

 故張先生買了母雞 20 隻。 

 

13. 設碗、盤、土器各有 zyx ,,  個， 

 則 






=++

=++

100
5

20

100
z

yx

zyx
， 

 兩式相減，得 0
5

4
19 =− z

x ，即 0495 =− zx 。 

 故得初解 0== zx ，即 tztx 95,4 == ，得 ty 99100 −= 。 

 由於我們要求非負整數解， 

 故得 1,0=t ，即 ),,( zyx  = )85,1,4(),0,100,0( 。  

 

 
數學是年輕人的遊戲。 

 

 

 

英國數學家 

哈代 
(Godfrey Harold Hardy 1877-1947) 

 


