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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

組合 – 集合論與容斥原理 

 

摘要 

 
 1. 認識各樣的集合表示法，包括列舉法和描述法。 

  (a) 列舉法例子： { ,...}3,2,1=A  

  (b) 描述法例子： { }032| 2 =−+= xxxB  

2. 元素的確定性、互異性和無序性的基本性質： 

(a) 確定性： 即任何一個對象均能確切地表示屬於或不屬於某 

   一特定的集合。  

(b) 互異性： 即集合中的元素都互不相同，互不重覆。 

(c) 無序性： 即集合中的元素排列與順序無關。 

 3. 元素與集的關係只有屬於(∈) 或不屬於(∉)。 

 4. 兩集關係有： 

  (a) BA ⊆ ： 即對 A 的任何元素 a 均有 Ba ∈ 。 

我們稱 A 為 B 的子集。 

(b) BA ⊂ ： 即對 A 的任何元素 a 均有 Ba ∈ 。 

且存有至少一個 AbBb ∉∈ , 。 

我們稱 A 為 B 的真子集。 

若 BA ⊆ 且 AB ⊆  則 BA = 。 

空集 φ  為任何一個集合的子集。 

 5. 集合的運算： 

  (a) 交集： { }BxandAxxBA ∈∈=∩ |  

  (b) 并集： { }BxorAxxBA ∈∈=∪ |  

  (c) 補集： }|{ SASxAxxA ⊆∈∉=  

 6. 認識映射、單射、滿射、雙射定義。 

  (a) 單射： 對於所有 21 aa ≠  則有 )()( 21 aa ϕϕ ≠ 。 

  (b) 滿射： 對於每個 Bb ∈ ，都存在某個 Aa ∈   

      使 ba =)(ϕ 。 

  (c) 雙射： 滿足單射和滿射的條件。 

 7. 認識容斥原則及其於倍數數與集合個數上的應用。 

 8. 利用等差數列的總和公式，計算範圍某些數的倍數總和。 
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拾例 

 
1. 已知集合 }0,9,8,7,6,5,4,3,2,1{=S 、 }9,8,7,3,2,1{=A 、 }9,8,7,6,5,4{=B  

 (a) BA ∩  

 (b) BA ∪  

 (c) BA ∩  

 (d) BA ∪  

答： (a) BA ∩   = }9,8,7{ 。 

 (b) BA ∪   = }9,8,7,6,5,4,3,2,1{ 。 

 (c) BA ∩   = }0,3,2,1{}0,6,5,4{ ∩  = }0{ 。 

 (d) BA ∪   = }9,8,7,6,5,4,3,2,1{  = }0{ 。 

 

2. 已知集合 { }063| ≤−= xxM ， { }84| ≥= xxN ，求 NM ∩ 。 

答： 由 063 ≤−x ，得 2≤x 。 

 由 84 ≥x ，得 2≥x 。 

 而 NM ∩  = }2{ 。 

 

3. 定義集合運算 },,|{ BbAabazzBA ∈∈+==⊗ 。若 

 }3,2,1{},4,3{ == BA ，求 BA ⊗  的所有元素之和。 

答： }7,6,5,4{=⊗ BA ，故所有元素之和為 227654 =+++ 。 

 

4. 在 }10,...,3,2,1{  中有多少個子集至少含有一個元素為奇數？ 

答： 在 }10,8,6,4,2{  的子集沒有元素為奇數，故組合數目為 99222 510 =− 。 

 

5. 已知集合 }03|),{( 2 =+−= byaxyxA ， }0|),{( 2 =−= byaxyxB 。若 

BA ∩∈− )2,1( ，求 ba +  的值。 

答： 依題意，得 A∈− )2,1(  及 B∈− )2,1( ，即 

  




=+
=+−
02

034

ba

ba
， 

 解出
2

1
,1 =−= ba ，

2

1

2

1
1 −=+−=+ ba 。 

 

6. 已知集合 },5,1{ xA = ， }1,{ 2xB = 。若 AB ⊂ ，求實數 x 的可能取值

數目。 

答： 依題意，得 xx =2  或 52 =x ，但 1≠x 。即得解 5,0 ±=x ， 

 故實數 x 的可能取值數目為 3 。 
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7. 設 },{ baA = ， }5,4,3,2,1{=B 。問 

 (a) 從 A 到 B 的映射共有多少個？ 

 (b) 從 B 到 A 的映射共有多少個？ 

答： (a) 從 A 到 B 的映射共有 3225 =  個。 

 (a) 從 B 到 A 的映射共有 2552 =  個。 

 

8. 求小於 1000 而不能被 5 和 7 整除的正整數的個數。 

 (MMO 1938, AHSME 1966) 

答： 在 1 至 999 之間有 5 的倍數 4...199
5

999 = ，即 199 個。 

 在 1 至 999 之間有 7 的倍數 5...142
7

999 = ，即 142 個。 

 在 1 至 999 之間有 35 的倍數 19...28
35

999 = ，即 28 個。 

 所以跟據容斥原理，符合要求的整數個數為 28142199999 +−−   

       = 686 個。 

 

9. 已知 n 為一小於 1000 的正整數。若 n 不能被 5 或 7 整除，求 n 之

可能數值的總和。 

答： 在 1 至 999 之間有 5 的倍數 199
5

999 =





 個。 

  其總和 = )199...32(5 ++++  = 
2

200199
5

××  

    = 99500。 

 在 1 至 999 之間有 7 的倍數 142
7

999 =





 個。 

  其總和 = )142...321(7 ++++  = 
2

143142
7

××  

    = 71071。 

 在 1 至 999 之間有 35 的倍數 28
35

999 =





 個。 

  其總和 = )28...321(35 ++++  = 
2

2928
35

××  

    = 14210。 

 所有數總和為 = 999...321 ++++  = 
2

1000999×
 

    = 499500。 

 所以跟據容斥原理， 

 n 之可能數值總和為 343139142107107199500499500 =+−−  個。 
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10. 已知 n 為一小於 1000 的正整數。若 n 能被 5 或 7 或 11 整除，求

n 之可能數值有多少個。 

答： 在 1 至 999 之間有 5 的倍數 199
5

999 =





 個。 

 在 1 至 999 之間有 7 的倍數 142
7

999 =





 個。 

 在 1 至 999 之間有 11 的倍數 90
11

999 =







 個。 

 在 1 至 999 之間有 35 的倍數 28
35

999 =





 個。 

 在 1 至 999 之間有 55 的倍數 18
55

999 =





 個。 

 在 1 至 999 之間有 77 的倍數 12
77

999 =







 個。 

 在 1 至 999 之間有 385 的倍數 2
385

999 =





 個。 

 所以跟據容斥原理， 

 n 之可能數值有 375212182890142199 =+−−−++  個。 

 

 

 

在數學的領域中，提出問題的藝術 

比解答問題的藝術更為重要。 

 

德國數學家 

康托爾  

(Georg Cantor  1845-1918) 
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淺問 

 
1. 試以數式表示下列集合： 

 (a) 所有奇數   (b) 所有正偶數   

(c) 所有純虛數   (d) 以 3 為分母的所有分數 

 

2. 若 }8,7,6,5,4,3,2,1{=S 、 }4,3,2,1{=A  及 }7,6,4,2{=B ，求 

 (a) BA ∪     (b) BA ∩  

 (c) BA ∪     (d) BA ∩  

 

3. 定義集合運算： },,|{ ByAxxyzzBA ∈∈==⊗ ，設 }8,0{},0,2{ == BA ，

 求集合 BA ⊗  的所有元素之和。 (湖南省高中數學競賽 2008) 

 

4. 已知集合 },,{ 2 abaaA = , },,1{ baB = ，其中 Rba ∈, 。現 A=B，求
20112011 ba +  的值。 

 

5. 集合 }5,4,3,2,1{=S ，若 A、B 均為 S 的子集且 SBA =∪ ，問子集 A 和 

B 共有多少種不同的組合？ 

 

6. 集合 A 有十個元素，其子集 B 有六個元素。問有多少個 A 的子集包含 

 B。 (FWMT-C 2003) 

 

7. (a) 求 1 至 1000 之間 (包括 1 及 1000) ，是 2 的倍數或 3 的倍數的 

  整數的數目。 

(b) 求 1 至 1000 之間 (包括 1 及 1000) ，所有是 2 的倍數或 3 的倍

數的整數的總和。 

 

8. (a) 求 1 至 100 之間 (包括 1 及 100) ，不是 2 的倍數，不是 3 的 

  倍數，又不是 5 的倍數的整數的數目。 

 (b) 求 1 至 100 之間 (包括 1 及 100) ，所有不是 2 的倍數，不是 3  

的倍數，又不是 5 的倍數的整數的總和。 

 

9. 自 1 至 2000 之間 (包括 1 及 2000) ，是完全平方數或是完全立方數的

整數有多少個？ 

 

10. 把所有 3的倍數或 5的倍數或 7的倍數，由小至大自左列寫至右， 

 如 3, 5, 6, 7, 9, …… 問第 2011 數是多少？ 
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詳答 

 
1. (a) }|12{ Zkkx ∈−=  

 (b) }|2{ +∈= Zkkx  

 (c) }|{ +∈−= Rkkx  

 (d) }|
3

{ Zk
k

x ∈=  

 

2. (a) BA ∪  = {1, 2, 3, 4, 6, 7} 

 (b) BA ∩  = {2, 4} 

 (c) BA ∪  = }8,5,3,1{}8,7,6,5{ ∪  = {1, 3, 5, 6, 7, 8} 

 (d) BA ∩  = }4,2{    = {1, 3, 5, 6, 7, 8} 

 

3. }16,0{=⊗ BA ，故所有元素之和為 0 + 16 = 16。 

 

4. 由於 A=B ，故兩集合間的元素實一一對應，即 ab  及 2a  對 1 及 b，得





×=×
+=+

baab

baab

1

1
2

2

，即 




=−
+=+
0)1(

1)(
3ab

bbaa
。但由於 1,0≠a ，由下式可得 

0=b 。代入上式，得 12 =a ，即 1−=a 。 

  故 20112011 ba +  = 20112011 0)1( +−   = -1。 

 

5. 集合 S 的子集 A 和 B 滿足 SBA =∪ ，即對任一元素 x 有三種可能性： 

 (a) Ax ∈ ；(b) Bx ∈  或 (c) BAx ∩∈ 。但另一方面，除 SBA ==  

外，其餘的均有對稱性。故組合數目為 1
2

135

+−
 = 122。 

 

6. 包含 B 的 A 的子集至少有六個元素，其餘四個元素可有可無。 

 故子集個數 = 42  = 16。 
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7. (a) 在 1 至 1000 之間有 2 的倍數 500
2

1000 =  個。 

  在 1 至 1000 之間有 3 的倍數 
3

1
333

3

1000 =  ，即有 333 個。 

  在 1 至 1000 之間有 6 的倍數 
3

1
166

6

1000 =  ，即有 166 個。 

  所以跟據容斥原理，指定整數數目有  166333500 −+   

       = 667 個。 

 (b) 在 1 至 1000 之間所有 2 的倍數的總和為 

 )500...321(2 ++++  = 
2

)1500(500
2

+×  

    = 250500。 

在 1 至 1000 之間所有 3 的倍數的總和為 

)333...321(3 ++++   = 
2

)1333(333
3

+×  

      = 166833。   

在 1 至 1000 之間所有 6 的倍數的總和為 

)166...321(6 ++++   = 
2

)1166(166
6

+×  

    = 83166。。 

  跟據容斥原理，所求的總和為 = 250500 + 166833 – 83166 

 = 334167。 
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8. (a) 在 1 至 100 之間有 2 的倍數 50
2

100 =  個。 

  在 1 至 100 之間有 3 的倍數 
3

1
33

3

100 =  ，即有 33 個。 

  在 1 至 100 之間有 5 的倍數 20
5

100 = 個。 

  在 1 至 100 之間有 6 的倍數 
3

2
16

6

100 =  ，即有 16 個。 

  在 1 至 100 之間有 10 的倍數 10
10

100 = 個。 

  在 1 至 100 之間有 15 的倍數 
3

2
6

15

100 =  ，即有 6 個。 

  在 1 至 100 之間有 30 的倍數 
3

1
3

30

100 =  ，即有 3 個。 

  跟據容斥原理，指定整數數目有 )361016203350(100 +−−−++−  

 = 332103100 −+−  = 26 個。 

(b) 在 1 至 100 之間所有整數的總和為 

100...321 ++++  = 
2

)1100(100 +
  = 10100  

在 1 至 100 之間所有 2 的倍數的總和為 

)50...321(2 ++++  = 
2

)150(50
2

+×   = 2550。  

在 1 至 100 之間所有 3 的倍數的總和為 

)33...321(3 ++++  = 
2

)133(33
3

+×   = 1683。 

在 1 至 100 之間所有 5 的倍數的總和為 

)20...321(5 ++++  = 
2

)120(20
5

+×   = 1050。 

在 1 至 100 之間所有 6 的倍數的總和為 

)16...321(6 ++++  = 
2

)116(16
6

+×   = 816。 

在 1 至 100 之間所有 10 的倍數的總和為 

)10...321(10 ++++  = 
2

)110(10
10

+×   = 550。 

在 1 至 100 之間所有 15 的倍數的總和為 

)6...321(15 ++++  = 
2

)16(6
16

+×   = 315。 

在 1 至 100 之間所有 30 的倍數的總和為 906030 ++  =180。 

  所以的總和為 )180315550816105016832550(10100 +−−−++−  

= 1801681528310100 −+−   = 6318。 
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9. 自 1 至 2000 之間，有完全平方數 442000 ≈  個， 

完全立方數有 1220003 ≈  個，完全六次方數則有 320006 ≈ 個。 

跟據容斥原理，指定整數數目有 44 + 12 - 3 = 51 個。 

 

10. 選取 1 至 105753 =×× 間，數算符合要求的整數個數。 

當中有 3 的倍數 3575 =×  個，同理有 5 的倍數 21 個、 

7 的倍數 15 個、 15 的倍數 7 個、21 的倍數 5 個、 

35 的倍數 3 個和 105 的倍數 1 個。 

即符合要求的數目有 1357152135 +−−−++  = 57 個。 

由於 1757352011 +×= ，故須列寫至 367510535 =× 後再列寫 17 個數，

該 17 個數為： 

 3675+3, 3675+5, 3675+6, 3675+7, 3675+9,  

3675+10, 3675+12,  3675+14, 3675+15, 3675+18, 

3675+20, 3675+21, 3675+24,  3675+25,  3675+27,  

3675+28, 3675+30 

 故以第 2011 個數為 3705303675 =+ 。 

 

 

數學的本質在於它的自由。 

 

  

德國數學家 

康托爾 

(Georg Cantor  1845-1918) 
 


