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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 有理化 

 

摘要 

 
 1. 有理化根值： 
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  (d) 利用分組法，處理分母為三根值和或以上的分式有理化。 

 2. 雙重根號的化簡： 

  yxxyyxba ±=±+=± 2)(2 ，其中 0>> yx  

3. 運用常用根值恆等式： 

 (a) nan
ann

a −+=
++

 

 (b) 
annannnan

a

−
−=

+++
11

)(
 

 (c) 131)3)(2)(1( 2 ++=−+++ nnnnnn  

  (d) 1)1()1( 22222 ++=++++ nnnnnn  
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拾例 

 
1. 若 12000199919981997 +×××=a ，求 a 的值。 

 (HKMO 1999/2000 決賽團體) 

答： 令 1997=x ， 

 則 a = 1)]2)(1)][(3([ ++++ xxxx  

  = 1)23)(3( 22 ++++ xxxx  

  = 11)13( 222 +−++ xx   = 132 ++ xx  

 故 a = 11997319972 +×+    = 120001997 +×  

  = 3994001 

 

2. 計算 2222 2000199920001999 ++× 。 

答： 設 1999=x ， 

 原式 = 2222 )1()1( ++++ xxxx  = 12)1( 2222 +++++ xxxxx  

  = 122)1( 222 ++++ xxxx  = 1)1(2)]1([ 2 ++++ xxxx  

  = 2]1)1([ ++xx   = 1)1( ++xx  

  = 120001999 +×   = 3998001。 

 

3. 設 r 為 5 的小數部分，求 5222 ++ rr  的值。 (HKMHSAC 2007/08) 

答： 即 25 −=r ， 

 原式 = 52)2( ++rr  = 525)25( +×−  

  = 52525 +−  = 5  

 

4. 若 
23

23
,

23

23

−
+=

+
−= yx ，求 22 353 yxyx +−  的值。 

答： 顯然 1=xy ， 

 yx +  = 
23

)23()23( 22

−
++−

 = 
23

)23(2

−
+

 = 10 

 原式 = xyyx 5)(3 22 −+  = xyyx 11)(3 2 −+   

  = )1(11)10(3 2 −   = 289。 
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5. 化簡 
632

1

−+
。 

答： 原式 = 
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++
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  = 
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  = 
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−
+++++

  

  = 
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6352712 +++
。 

 

6. 有理化 
33 24

1

−
。 

答： 原式 = 
3 233 2

3 233 2

33 2244

2244
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1

+×+

+×+×
−

 = 
24

4816 333

−
++

 

  = 
2

4222 33 ++
    = 

2

4222 33 ++
。 

 

7. 化簡 549 − 。 

答： 令 ba −=− 549   (其中 ba > ) 

 即 549−  = 2)( ba −  = abba 2−+  

 所以 




=×=
=+

2054

9

ab

ba
，解得 





=
=

4

5

b

a
。 

 所以 2545549 −=−=− 。 
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8. 化簡 32 + 。 

答： 32 +  = 
2

324+
 

 令 2)( ba +  = 324+   (其中 ba > ) 

  abba 2++  = 324+  

 即 




=
=+
3

4

ab

ba
， 



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=
=

1

3

b

a
。 

 所以 324+  = 13 + 。 

 故 32+  = 
2

13 +
  = 

2

26 +
。 

 

9. 設 137137 −−+=a ，求 a 的值。 (HKMO 2006/07 決賽個人) 

答： a = 2)137137( −−+   

   = )137)(137(2137137 −+−−++  

  = )1349(214 −−  = 36214−   = 2 

 

10. 知 4231974+=+ ba ， 4231974−=− ba ，求 ab  的

 值。 

答： 2)( ba +   = 4231974+  

 22 2 baba ++   = 4231974+  … (1) 

 2)( ba −   = 4231974−  

 22 2 baba +−   = 4231974−  … (2) 
 (1) – (2)： 

  ab4    = 4232  

 ab    = 
2

423
 = 

2

473
。 
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淺問 

 
1. 計算下列數式的值： 

 (a) 222 1000999999000 ++  (b) 12013201220112010 +×××  

 

2. 求根式 
114

1010

48

48

+
+

 的值。 (AHSME 1993) 

 

3. 若 x 和 y 分別是 7  的整數部分和小數部分，求 22 yxyx ++  的值。 

 

4. 已知 20102011+=+ ba ， 20102011−=− ba ，求 ab的值。 

 (HKMO 2010/11 初賽個人) 

 

5. 設 33+=x  及 33−=y ，求 222 )1( yyx ++  的值。 

 (HKMO 1999/2000 初賽團體) 

 

6. 設 
2

25 +=x  及 
2

25 −=y ，求 
22 y

x

x

y +  的值。 

 

7. 化簡下列各式：  

 (a) 246+     (b) 356− 。 

 

8. 化簡下列各式： 

 (a) 32449 ++   (b) 269269 ++−  

 

9. 求 2

3

2

3

)43652()43652( −−+  的值。 (AIME 1990) 

 

10. 有理化下列各式： 

 (a) 
321

1

−+
    (b)  

531

1

+−
 

 

11. 求根式 ...2222 +−+− 的值。 
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詳答 

 
1. (a) 令 999=x ， 

  原式 = 222 )1()]1([ ++++ xxxx   

   = 12)]1([ 222 +++++ xxxxx  

   = 122)]1([ 22 ++++ xxxx  

   = 1)1(2)]1([ 2 ++++ xxxx  

   = 2]1)1([ ++xx  = 1)1( ++xx  

   = 999001。 

 (b) 令 2010=x ， 

  原式 = 1)]2)(1)][(3([ ++++ xxxx  

   = 1)23)(3( 2 ++++ xxxx  

   = 1)3(2)3( 222 ++++ xxxx  

   = )13( 2 ++ xx  = 132 ++ xx  

   = 12010320102 +×+  = 1)2013(2010 +  

   = 4046131。 
 

2. 原式 = 2212

2030

22
22

+
+

 = 
)21(2

)12(2
1012

1020

+
+

  = 82   

  = 42   = 16。 

 
 

3. 2=x  及 27 −=y ， 

 22 yxyx ++  = xyyx −+ 2)(   = )27(2)7( 2 −−  

   = 4727 +−   = 7211−  
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4. 2)( ba +   = 20102011+  

 22 2 baba ++   = 20102011+  … (1) 

 2)( ba −   = 20102011−  

 22 2 baba +−   = 20102011−  … (2) 
 (1) – (2)： 

  ab4    = 20102  

 ab    = 
2

2010
 

 

5. 解法 1： 

  222 )1( yyx ++  = 2222 yyxx ++   

     = 1)1)(1( 22 −++ yx  

     = 1)133)(133( −+−++  

     = 1)34)(34( −−+   

 = 1316 −−   = 12 

 解法 2： 

  222 )1( yyx ++  = 2222 yyxx ++  

     = )33()33)(33()33( −+−+++  

     = )33(6 2 −+   = 12 
 

6. yx +  = 
2

25

2

25 −++
 = 5 

 xy  = )
2

25
)(

2

25
(

−+
 = )25(

4

1 −  = 
4
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22 y

x

x

y +  = 
22

33
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yx +
   = 

2
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))((
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xyyxyx −++
 

   = 
2

2
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]3))[((

xy

xyyxyx −++
 = 

2)
4

3
(

)]
4

3
(35)[5( −

 

   = 

16
9

5
4

11

    = 
9

544
。 
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7. (a) 246 +  = 826 +  = )42(2)42( ×++  

    = 42 +  = 22 + 。 

 (b) 356−  = 
2

35212−
 = 

2

)75(2)75( ×−+
 

    = 
2

57 −
 = 

2

1014 −
。 

  

8. (a) 原式 = )13(49 ++  = 3413+  

   = 12213+   = 112 +  

   = 321+ 。 

 (b) 269±  = 1829±  = 632)63( ×±+  

    = 36 ±  

  原式 = 18291829 ++−  

   = 3636 ++−  = 62   

 

9. 原式 = 2

3

2

3

)439252()439252( ×−−×+  

  = 2

3

2

3

)4392439()4392439( ×−+−×++  

  = 2

3

2

3

)943()943( −−+  

  = )943943( +−+  

   ])343()343)(343()343[( 22 −+−+++×  

  = )943643943943643(6 +−+−+++  

  = )9129(6 +   = 828 
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10. (a) 
321

1

−+
 = 

321

321

321

1

++
++×

−+
 = 

3)21(

321
2 −+

++
 

    = 
32221

321

−++
++

  = 
22

321 ++
 

    = 
4

622 ++
 

 (b) 
531

1

+−
 = 

531

531

531

1

−−
−−×

+−
 = 

5)31(

531
2 −−

−−
 

    = 
53321

531

−+−
−−

  = 
321

531

−−
−−

 

    = 
321

321

321

531

+−
+−×

−−
−−

 

 = 
121

152632531

−
−−+++−

 

    = 
11

1525337

−
−++−

  

    = 
11

1525337 +−−
 

 

 

11. 設原式為 x，則 xx +−= 22  

  2x    = x+− 22  

  22 −x    = x+2  

  22 )2( −x   = x+2  

  44 24 +− xx   = x+2  

  24 24 +−− xxx  = 0 

 以代入法，測得 2,1−=x 為方程的根，再以長除法分解 

  0)1)(2)(1( 2 =−+−+ xxxx  

 解得 
2

51
,2,1

±−−=x 。但由於 20 << x ，故 
2

51+−=x 。 


