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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 二次方程 

 

摘要 

 
1. 解二次方程： 

二次方程 02 =++ cbxax  的根為 
a

acbb
x

2

42 −±−= 。 

(a) 若二次方程有實解，則 042 ≥−=∆ acb 。 

(b) 若二次方程有有理解，則 acb 42 −=∆  為一平方數。 

2. 韋達 (Viete) 定理： 

若 βα ,  為二次方程 02 =++ cbxax ， 

則有 
a

b−=+ βα  及 
a

c=αβ 。 

 3. 理解二次函數 cbxaxy ++= 2  的性質： 

   (a) 若二次函數為一完全平方式， 

    則 042 =−=∆ acb  及 0>a 。 

   (b) 若二次函數可分解， 

    則 acb 42 −=∆  為一完全平方數。 

   (c) 若二次函數值恆為正 (負)， 

    則 042 <−=∆ acb ，及 0>a  ( 0<a )。 

   (d) 若二次函數值恆為非負 (非正)， 

    則 042 ≤−=∆ acb ，及 0>a  ( 0<a )。 

 4. 理解二次函數 cbxaxy ++= 2 的圖像與系數的關係。 

 5. 利用重根條件，計算二次函數 cbxaxy ++= 2  給定斜率的切線

  方程。 

 6. 利用配方法或公式找出二次函數 cbxaxy ++= 2  的最值： 

   (a) 當 0>a ，存在最小值 
a

b
x

2
−= ，

a
y

4

∆−= 。 

   (b) 當 0<a ，存在最大值 
a

b
x

2
−= ，

a
y

4

∆−= 。 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

2 

拾例 

 
1. 已知 51−  滿足方程 02 =++ qpxx ，其中 qp,  為有理數。若

qpA 5+= ，求 A 的值。 

答： 因為 51−  滿足方程，所以 51+  同樣滿足方程。 

 即  p = )5151( ++−−  = -2， 

  q = )51()51( +×−  = 4−  

 所以 A = qp 5+   = )4(5)2( −+−  = -22。 

 

2. 解方程 40)79)(97( =−− xx 。 

答： 令 79−= xy ，即得  40)18( −−yy   = 0 

     40182 −− yy   = 0 

     )2)(20( +− yy  = 0 

     20=y   或 2−=y  

     7920 +=x  或 792 +−=x  

     99=x   或 77=x 。 

 

3. 解方程 012149 2 =−− xx 。 

答： 設 xy 7= ，原式化為 0132 =−− yy ， 

 即 
2

133

)1(2

)1)(1(4)3()3( 2 ±=
−−−±−−

=y ，故 
14

133 ±=x 。 
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4. 若 βα ,  為二次方程的 0122 =−− xx  的兩個實根，求下列各式的

值：   

 (a) 22 βα +  

 (b) 33 βα +  

 (c) 22 βα −  

 (d) βα 53 +  

答： 由韋達定理可知： 




−=
=+

1

4

αβ
βα

。 

 (a) 22 βα +  = αββα 2)( 2 −+  = )1(2)4( 2 −−  

    = 18 

 (b) 33 βα +  = ))(( 22 βαβαβα +++   

    = )118)(4( −   = 68 

 (c) 22 βα −  = αββα 4)( 2 −+  = )1(4)4( 2 −−  

    = 20 

 (d) 由於 122 += αα ， 

  所以 βα 53 +  = βαα 5)12( ++   

     = βαα 52 2 ++  

     = βαα 5)12(2 +++   

     = βα 525 ++  

     = 2)(5 ++ βα  = 2)4(5 +  

     = 22。 

 

5. a、b 為兩個不同之實數且 862 += aa  及  862 += bb 。求 22 )
4

()
4

(
ba

+  的

值。 (HKMO 1990/91 初賽個人) 

答： 依題意，a、b 為方程 0862 =−− xx  的兩根， 

 即有 8−=ab  及 6=+ ba 。 

 22 )
4

()
4

(
ba

+  = )
11

(16
22 ba

+   = 
22

22

16
ba

ba +×  

    = 
22

2 2)(
16

ba

abba −+×  = 
2

2

)8(

)8(2)6(
16

−−×  

    = 5 

 (註：提示留意 ba ≠ ，若沒有此句，可以是 ba =  為其中一根。) 
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6. 若方程 02443)1(2 222 =++++++ babaxax  有實根，求 ba,  的值。 

答： ∆  = )2443)(1(4)]1(2[ 222 +++−+ babaa  ≥ 0 

   8161612484 222 −−−−++ babaaa  ≥ 0 

   4816168 22 −+−−− ababa    ≥ 0 

   12442 22 +−++ ababa    ≤ 0 

   22 )2()1( baa ++−     ≤ 0 

 即 




=+
=−

02

01

ba

a
，解得 

2

1
,1 −== ba 。 

 

7. 若方程 092 =−− kxx  和 0)2(72 =+−− kxx  恰有一個公共根，求 

k。 

答： 由於只有一公共根，故 7≠k 。 

 設 a 為公共根，即 

  092 =−− kaa  及 0)2(72 =+−− kaa  

 兩式相減，得 )2(97 ++−+− kaka  = 0 

    )7()7( −+− kak   = 0 

    )1)(7( ak −−    = 0 

 解得 1=a ，代入後得 8−=k 。 

 

8. 求對稱軸平行於 y軸，過點 (1,0) 及 (9,0) 並與直線 xy 3=  相切

的拋 物線方程。 

答： 設拋物線方程為 )9)(1( −−= xxay 。 

 由於與 xy 3=  相切， 

 故 aaxax 9102 +−   = x3  

  axaax 9)310(2 ++−   = 0 

 只有一解，即 0=∆ 。 

  )9(4)310( 2 aaa −+   = 0 

  )6310)(6310( aaaa ++−+  = 0 

  )316)(34( ++ aa   = 0 

 即 
4

3−=a  或 
16

3−=a 。 

 故得 )9)(1(
4

3 −−−= xxy ，  0274303 2 =++− yxx ， 

 或 )9)(1(
16

3 −−−= xxy ，  02716303 2 =++− yxx 。 
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9. 若 ba,  為方程 0622 =++− kkxx  的兩個實根，其中 k 為實數，求 
22 ba +  的最小值。 

答： 由韋達定理可知： 




+=
=+

6

2

kab

kba
。 

 22 ba +  = abba 2)( 2 −+    

   = )6(2)2( 2 +− kk  

   = 1224 2 −− kk  

   = 12)
2

1
(4 2 −− kk  

   = 112)
4

1

2

1
(4 2 −−+− kk  

   = 13)
2

1
(4 2 −−k  

 本來最小值為 -13。但得檢查當 
2

1=k ，所得的根是否為實根。 

 但 ∆   = )6)(1(4)2( 2 +−− kk  ≥ 0 

    2444 2 −− kk   ≥ 0 

    62 −− kk   ≥ 0 

    )2)(3( +− kk   ≥ 0 

   解得 2−≤k   或 3≥k 。 

 故 
2

1=k  不在實根之範圍。 

 測試 2−=k  ，  22 ba +  = 12)2(2)2(4 2 −−−−  

      = 8。 

 測試 3=k  ，  22 ba +  = 12)3(2)3(4 2 −−  

      = 18。 

 故 22 ba +  的最小值為 8，當 2−=k 。 

 

10. 已知 0324422 =+−++ yxyx ，求 xy  的值。 

答： 164164 22 +−+++ yyxx  = 0 

 22 )4()4( −++ yx   = 0 

 故得 4,4 =−= yx ，即 16)4)(4( −=−=xy 。 
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淺問 

 
1. 若 βα ,  為方程 0462 =+− xx  的兩根，其中 βα > ，求 

 (a) 22 βα +  (b) 33 βα +  (c) 
βα
11 +   

 (d) βα −   (e) 22 βα −  (f) 33 βα −  

 

2. 若 βα ,  為方程 0332 =−− xx  的兩根，求 βα 123 + 。 

(HKMO 1992/93 初賽團體) 

 

3. 設方程 0)2()1011( 2 =++−− xkxx  的其中一根為零，求另一根。 

 (HKMO 1990/91 初賽個人) 

 

4. 求下列方程的所有實根： 

 (a) 0132 =+− xx    (b) 0532 2 =−+ xx  

 

5. 求下列方程的所有實根： 

 (a) 400)432)(234( =−− xx   (b) 0534289 2 =−+ xx  

 

6. 有甲、乙、丙三人，甲的年齡較乙和丙的年齡之和大 16，甲年齡的平方較

 乙和丙的年齡之和的平方大 1632，求甲、乙、丙的年齡之和。 

 (HKMO 1991/92 初賽團體) 

 

7. 若實數 x 滿足 21)4(4)4( 222 =+++ xxxx ，求 2342 ++ xx  的值。 

 

8. 已知方程 062 =++ kxx  及 062 =+− kxx 。若第二個方程的各根均比第一

 個方程的各對應根多 5，求 k 的值。 (AHSME 1963) 

 

9. 已知 0381064222 =+−+−++ zyxzyx ，求 zyx ++  的值。 

 

10. 若方程 032 =++ bxx  與方程 032 =++ bxx  至少有一個實根相同，

 求實數 b 的值。 

 

11. 設 yx,  為實數，求 yxyxyxu 222 −−++=  的最小值。 

 

12. 設二次函數 cbxaxxf ++= 2)( ，當 3=x ，得最大值 10，且它的圖象在 x

軸上截得的線段長 4，求 abc 的值。 
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詳答 

 
1. (a) 22 βα +  = αββα 2)( 2 −+    

    = )4(2)6( 2 −    = 28 

(b) 33 βα +  = 223 33)( αββαβα −−+   

= )(3)( 3 βααββα +−+   

= )4)(6(3)6( 3 −    = 144 

(c) 
βα
11 +  = 

αβ
βα +
  = 

4

6
 = 

2

3
 

(d) βα −   = 2)( βα −     

= αββα 4)( 2 −+    

= )4(4)6( 2 −  = 20  = 52  

(e) 22 βα −  = ))(( βαβα −+    

   = 526 ×    = 512  

(f) 33 βα −  = 223 33)( αββαβα −+−  

   = )(3)( 3 βααββα −+−  

   = )52)(4(3)52( 3 +  

   = 524540 +    = 564  
 
2. βα 123 +  = βαα 12)( 2 +   = βαα 12)33( ++  

   = βαα 1233 2 ++  = βαα 123)33(3 +++  
   = 3)(12 ++ βα   = 3312 +×  
   = 39。 
 

3. 代 0=x  入方程，得 0210 =+− k ，得 5=k 。 

 故原方程可改寫成 )2(5)1011( 2 ++−− xxx  = 0 

    xx 62 −    = 0 

 解得 6,0=x ，即另一根為 6。  

 

4. (a) 
2

53

)1(2

)1)(1(4)3()3( 2 ±=
−−±−−

=x 。 

 (b) 由於 0)1)(52( =−+ xx ，故得 1,
2

5−=x 。 
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5. (a) 設 234−= xy ，則 400)198( −+yy  = 0 

     4001982 −+ yy  = 0 

     )2)(200( −+ yy  = 0 

  即得 2,200−=y ，對應 236,34=x 。  

 (b) 設 xy 17= ，原式改寫成 522 −+ yy  = 0 

  即 y = 
2

242 ±−
 = 61±−  

  所以 x = 
17

61±−
。 

 

6. 設甲、乙、丙三人的年齡分別是 a, b, c。 

  




++=
++=

1632)(

16
22 cba

cba
 

 綜合得 2)16( ++ cb   = 1632)( 2 ++ cb  

 cbbccb 3232225622 +++++  = 16322 22 +++ cbcb  

   cb +    = 43 

 所以三人年齡之和   = 164343 ++  = 102 

 

7. 21)4(4)4( 222 −+++ xxxx  = 0 

 )34)(74( 22 −+++ xxxx  = 0 

 即 0742 =++ xx  或 0342 =−+ xx 。 

 由於 0742 =++ xx  沒有實數解，故得 342 =+ xx 。 

 所以 262332342 =+=++ xx 。 
 
8. 設第一個方程的兩根分別為 sr, 。 

 由韋達定理得 ksr −=+  及 6=rs 。 

 從第二個方程得 




=++
=+++
6)5)(5(

)5()5(

sr

ksr
，即 





=−++
−=+

019)(5

10

srrs

ksr
 

 由 ksr −=+  及 10−=+ ksr ，得 10−=− kk ，解得 5=k 。 

 

9. 25109644 222 +−+++++− zzyyxx  = 0 

 222 )5()3()2( −+++− zyx    = 0 

 即 5,3,2 =−== zyx ，所以 45)3(2 =+−+=++ zyx 。 
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10. 令 0x  為兩方程的其中一個相同實根，得 

  




=++
=++

03

03

0
2

0

0
2

0

bxx

bxx
 

 兩式相減，得 

  )3()3( 0 bxb −+−  = 0 

  )1)(3( 0 −− xb   = 0 

 即 3=b  或 10 =x 。 

 若 3=b ，兩方程均為 0332 =++ xx ，此式沒有實根，與題意不符。 

 即取 10 =x ，代入任何一道方程，得 4−=b 。 

 

11. u = yyxyx 2)1( 22 −+−+  

   = 
4
1

2
3

4
3

)
2

1
( 22 −−+−+ yy

y
x  

   = 1)1(
4

3
)

2

1
( 22 −−+−+ y

y
x   ≥ 1 

 所以當 1,0 == yx  時 1=u  為最小值。 

 

12. cbxaxxf ++= 2)(  = 10)3( 2 +−xa 。 

 另一方面，由於兩根相距為 4，故兩根為 1, 5，即 

 cbxaxxf ++= 2)(  = )5)(1( −− xxa  

 所以有  10)3( 2 +−xa   = )5)(1( −− xxa  

    10962 ++− aaxax  = aaxax 562 +−  

    109 +a   = a5  

    a   = 
2
5−  

 所以
2
25

15
2
5

10)3(
2
5

)( 22 −+−=+−−= xxxxf ， 

 即
2
25

,15,
2
5 −==−= cba ，所以

4
1875

)
2
25

)(15)(
2
5

( =−−=abc 。 

 
 
 


