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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 分解多項式 

 

摘要 

 
 1. 運用添項、拆項、配方、換元等方法來分解高次式。 

 2. 以待定系數法來分解二元二次函數 

  若 ))((22 syrxqypxcybcyax ++=++ ， 

  則令 ))((22 nsyrxmqypxfeydxcybxyax ++++=+++++ ， 

  再以比較系數的方法，解出 nm, 。 

 3.  利用分解方法解高次方程。 

 4. 解雙二次方程 0)()]([ 2 =++ cxbfxfa ，其中 )(xf  為二次方程。 

 5. 解倒數方程： 

 (a) 0234 =++++ abxcxbxax ，         

   化成 0)2()
1

()
1

( 2 =−++++ ac
x

xb
x

xa ，再行求解。 

 (b) 0234 =+−++ abxcxbxax ， 

  化成 0)2()
1

()
1

( 2 =−+−+− ac
x

xb
x

xa ，再行求解。 

 (c) 02345 =+++++ abxcxcxbxax ， 

  因其中一根為 1−=x ，除以因子 1+x ，再行求解。 

 (d) 02345 =−−−++ abxcxcxbxax ， 

  因其中一根為 1=x ，除以因子 1−x ，再行求解。 

 (e) 02456 =−−−++ abxcxcxbxax ， 

  因其中兩根為 1±=x ，除以因子 12 −x ，再行求解。 
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拾例 

 
1. 分解因式 1...131415 ++++ xxx 。 

答： 原式 = 
1

116

−
−

x

x
 = 

1

)1)(1)(1)(1)(1( 248

−
−++++

x

xxxxx
 

   = )1)(1)(1)(1( 248 ++++ xxxx 。 

 

2. 因式分解 44 +a 。 (中國北京市中學生數學競賽 2002 初二初賽) 

答： 原式 = 224 444 aaa −++    = 222 )2()2( aa −+  

   = )22)(22( 22 +−++ aaaa 。 

 

3. 因式分解 673 +− xx 。 

答： 解法一： 

   673 +− xx  = 663 +−− xxx  = )1(6)1)(1( −−+− xxxx  

      = ]6)1()[1( −+− xxx  = )6)(1( 2 −+− xxx  

      = )3)(2)(1( −+− xxx  

 解法二： 

   673 +− xx  = 67223 +−+− xxxx  

      = )6)(1()1(2 −−+− xxxx  

      = )6)(1( 2 −+− xxx  = )3)(2)(1( −+− xxx  

 解法三： 

   673 +− xx  = 7713 +−− xx  = )1(7)1)(1( 2 −−++− xxxx   

      = )71)(1( 2 −++− xxx  

      = )6)(1( 2 −+− xxx  = )3)(2)(1( −+− xxx  

 解法四： 

   673 +− xx  = 6722 223 +−+− xxxx  

      = )2)(32()2(2 −−+− xxxx  

      = )32)(2( 2 −+− xxx  

      = )3)(2)(1( −+− xxx  
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4. 因式分解 24)4)(3)(2)(1( −++++ xxxx 。 

答：  24)4)(3)(2)(1( −++++ xxxx  

 = 24)]3)(2)][(4)(1[( −++++ xxxx  

 = 24)65)(45( 22 −++++ xxxx  

 = )5(10)5( 22 xxxx +++  

 = )105)(5( 22 +++ xxxx  

 = )105)(5( 2 +++ xxxx 。 

 

5. 因式分解 810232 22 −++−− yxyxyx 。 

答： 設 810232 22 −++−− yxyxyx  = ))(3( byxayx +++−  

 比較系數得：








−=
=−
=+

8

103

2

ab

ba

ba

，解聯立方程得 2,4 −== ba 。 

 即 )2)(43(810232 22 −++−=−++−− yxyxyxyxyx 。 

 

6. 解方程 35432 5xxxxxx =++++ 。 

答： 5432 4 xxxxx ++−+   = 0 

 )41( 432 xxxxx ++−+  = 0 

 0=x   或 2
2

4
11

xx
xx

++−+   = 0 

     4)
1

()
1

( 2
2

−+++ x
x

x
x

 = 0 

     6)
1

()
1

( 2 −+++ x
x

x
x

 = 0 

     02
1 =−+
x

x  或 03
1 =++
x

x  

     0122 =+− xx 或 0132 =++ xx  

     1=x   或 
2

53 ±−=x  

 所以 
2

53
,1,0

±−=x 。 
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7. 求方程 02442 2345 =+−−−− xxxxx  的所有實數根之和。 

答： 顯然 1−=x  為其中一實根，故方程可改寫成 

   )2332)(1( 234 +−−−+ xxxxx   = 0 

 若 1−≠x ，則有 
2

2 23
132

xx
xx +−−−  = 0 

     1)
1

(3)
1

(2
2

2 −+−+
x

x
x

x  = 0 

     5)
1

(3)
1

(2 2 −+−+
x

x
x

x   = 0 

     ]5)
1

(2)[1
1

( −+++
x

x
x

x   = 0 

     012 =++ xx   或 0252 2 =+− xx  

     沒有實根  或 
2

1
,2=x 。 

 故此方程共有三個實根，實根之和為 
2

3
1

2

1
2 =−+ 。 

 

8. 求方程 013 24 =+− xx  的最小實根。 

答： 224 12 xxx −+−     0 

 222 )1( xx −−    = 0 

 )1)(1( 22 −+−− xxxx  = 0 

 012 =−− xx  或 012 =−+ xx  

 
2

51±=x   或 
2

51±−=x  

 故最小實根為 
2

51−−
。 

 

9. 已知 x 是實數，且滿足 22
2

3 2
2

=−−
+

xx
xx

，求 xx 22 +  的值。 

 (中國河南省初三數學競賽 2003) 

答： 設 xxy 22 += ，原式化成 02
3 =−− y
y

，即 0322 =−+ yy 。 

 解得 3−=y  或 1=y 。但由於 322 −=+ xx  沒有實根。 

 所以答案為 1。 
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10. 求方程 0
4

1

2

1
2

2

1
35 22 =++−+− yxyxyx  的實數解。 

答： 12821220 22 ++−+− yxyxyx   = 0 

 )122()812(20 22 +++−−+ yyxyx  = 0 

 ∆  = )122)(20(4)812( 22 ++−−− yyy   ≥ 0 

   8016016064192144 22 −−−++ yyyy  ≥ 0 

   163216 2 −+− yy      ≥ 0 

   2)1(16 −− y       ≥ 0 

   2)1( −y        ≤ 0 

 故得解 1=y 。 

 代入原式，得 

   12821220 2 ++−+− xxx  = 0 

   52020 2 +− xx    = 0 

   2)12( −x      = 0 

 解得 
2

1=x 。 

 即唯一實解為 )1,
2

1
(),( =yx 。 

 

 

 

別把數學想像得那麼困難和艱澀， 

認為它排斥常識， 

數學僅僅是常識的一種微妙的形式。 

 

英國數學家、物理學家 

開爾文 (Lord Kelvin 1824-1907) 
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淺問 

 
1. 因式分解 222222 )())((2 yxyxyx −−++ 。 

 

2. 試用兩種不同的添拆項方法因式分解 6532 23 +−− xxx 。 

 

3. 因式分解下列各式： 

 (a) 15 ++ xx     (b) 12468 ++++ xxxx  

 

4. 分解 1098765432 2345654321 xxxxxxxxxx ++++++++++ 。 

 

5. 分解 2)1()
2

1
(2)3()1( −+−++−+++ yxyxxyxyxy 。 

 

6. 解下列方程  

 (a) 44)5)(4)(3)(2( =−−++ xxxx  

 (b) 0124848)19(408)19( 222 =−+−+ xxxx  

 

7. 若四個連續正整數的乘積為 3024，求其中最大的一個。 

 (HKMO 1992/93 初賽團體) 

 

8.  求下列雙二次方程的所有實數解： 

 (a) 0624 =−+ xx    (b) 016 24 =+− xx  

 

9. 求方程 9
73

3
3

2
2 =

−+
−+

xx
xx  的全部實根的乘積。 

 

10. 求下列倒數方程的所有實數解： 

 (a) 0275572 2345 =+−++− xxxxx  

 (b) 062512256 234 =+++− xxxx  

 

11. 若 522 ++ aa  是 nmaa ++ 24  的一個因式，求 mn  的值。 

 

12. 分解下列二次方程： 

 (a) xyyyxx −+−− 422 22  (中國重慶市初二數學競賽 2004) 

 (b) 3469 22 −+−− yyxx  (中國河南省初三數學競賽 2003) 

 

13. 若 10312 22 −++−− kyxyxyx  可以分解成兩道一次式，求 k 的最大值。  
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詳答 

 
1.  222222 )())((2 yxyxyx −−++   

 = 22222 )()())((2 yxyxyxyx −+−++  

 = )222()( 22222 yxyxyxyx −+−++   

 = )2()( 222 yxyxyx +++    

 = 22 )()( yxyx ++   = 4)( yx +  

 

2. 解法一： 

   6532 23 +−− xxx  = 6522 223 +−−− xxxx  

      = )65()22( 223 −+−− xxxx  

      = )6)(1()1(2 2 +−−− xxxx  

      = )62)(1( 2 −−− xxx  

      = )32)(2)(1( +−− xxx  

 解法二： 

   6532 23 +−− xxx  = 63322 23 +−−− xxxx  

      = )2(3)1(2 22 −+−− xxxx  

      = )2)(1(3)1)(1(2 +−−+− xxxxx  

      = )]2(3)1(2)[1( +−+− xxxx  

      = )62)(1( 2 −−− xxx  

      = )32)(2)(1( +−− xxx  

 解法三： 

   6532 23 +−− xxx  = 85322 23 +−−− xxx  

      = )853()1(2 23 −+−− xxx  

      = )83)(1()1)(1(2 2 +−−++− xxxxx  

      = )]83()1(2)[1( 2 +−++− xxxx  

      = )62)(1( 2 −−− xxx  

      = )32)(2)(1( +−− xxx  

  

 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

8 

 

3. (a) 15 ++ xx  = 1225 +++− xxxx  

     = )1()1( 232 +++− xxxx  

     = )1()1)(1( 222 +++++− xxxxxx  

     = ]1)1()[1( 22 +−++ xxxx  

     = )1)(1( 232 +−++ xxxx  

 (b) 留意 )1)(1( 234 −++++ aaaaa   = 15 −a  

   以  -a 代換 a， 

    )1)(1( 234 −−+−+− aaaaa   = 15 −− a  

   )1)(1( 234 ++−+− aaaaa   = 15 +a  

   以 2x  代換 a， 

   所以 )1)(1( 22468 −++++ xxxxx  = 110 −x  

   即   12468 ++++ xxxx   

    = 
1

1
2

10

−
−

x

x
 = 

)1)(1(

)1)(1( 55

+−
+−

xx

xx
 

    = 
)1)(1(

)1)(1)(1)(1( 234234

+−
++−+−−++++

xx

xxxxxxxxxx
 

   = )1)(1( 234234 +−+−++++ xxxxxxxx  
 

4.  1098765432 2345654321 xxxxxxxxxx ++++++++++  

 = )363()242()21( 6544322 xxxxxxxx ++++++++  

  )2()242( 1098876 xxxxxx ++++++  

 = 282624222 )1()1(2)1(3)1(2)1( +++++++++ xxxxxxxxx  

 = )2321()1( 86422 xxxxx +++++  

 = )2221()1( 864422 xxxxxx ++++++  

 = )2221()1( 642842 xxxxxx ++++++  

 = 2242 )1()1( +++ xxx   

 = 22242 )12()1( xxxx −+++  = 22222 ])1[()1( xxx −++  

 = 22222 )1()1()1( +++−+ xxxxx  
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5. 設 vxyuyx ==+ , ， 

 原式 = 2)1()
2

1
(2)3()1( −−+−+++ uuvvv   

  = 12123 22 −+−−−+++ uuuvvv  

  = 22 12 uvv −++  

  = 22)1( uv −+  

  = )1)(1( +−++ uvuv  

  = )1)(1( +−−+++ yxxyyxxy  

  = )1)(1)(1)(1( −+−+ yyxx  

 

6. (a) )]5)(3)][(4)(2[( −+−+ xxxx  = 44 

  )152)(82( 22 −−−− xxxx   = 44 

  設 xxy 22 −= ， 

  )15)(8( −− yy    = 44 

  76232 +− yy     = 0 

  )19)(4( −− yy    = 0 

  )192)(42( 22 −−−− xxxx   = 0 

  0422 =−− xx  或 01922 =−− xx  

  51
2

202 ±=±=x  或 521
2

802 ±=±=x 。 

  所以 521,51 ±±=x 。 

 (b) 124848)19(408)19( 222 −+−+ xxxx   = 0 

  2342322 1732)19(1732)19( ××−+×××−+ xxxx  = 0 

  )173219)(173219( 22222 ××−+××++ xxxx  = 0 

  )17)(32)(173219( 2222 −×−××++ xxxx   = 0 

  )17)(36)(20419( 2 −−++ xxxx    = 0 

  所以得 17=x   或 36=x 。 
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7. 設最大數為 x ， 

 )3)(2)(1( −−− xxxx   = 3024 

 )23)(3( 22 +−− xxxx  = 3024 

 設 xxu 32 −=  

 3024)2( −+uu   = 0 

 302422 −+ uu   = 0 

 )54)(56( −+ uu   = 0 

 u  = 54 或 u  = -56 (捨去) 

 xx 32 −  = 54 

 5432 −− xx  = 0 

 )6)(9( +− xx  = 0 

 x  = 9 或 x  = -6 (捨去) 

 所以最大數為 9。  

 

8. (a) 624 −+ xx    = 0 

  )2)(3( 22 −+ xx   = 0 

  32 −=x (捨去) 或 22 =x  

  所以    2±=x 。 

 (b) 16 24 +− xx    = 0 

  224 412 xxx −+−   = 0 

  222 )2()1( xx −−   = 0 

  )12)(12( 22 −+−− xxxx  = 0 

  0122 =−− xx  或 0122 =−+ xx  

  
2

82 ±=x   或 
2

82 ±−=x  

  21±=x   或 21±−=x  

  綜合得 21±±=x 。 
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9. 設 xxy 32 += ， 

  9
7

3 −
−

−
y

y   = 0 

  3)7(9)7( −−−− yyy = 0 

  363972 −+−− yyy  = 0 

  60162 +− yy   = 0 

  )10)(6( −− yy  = 0 

  即 6−y   = 0 或 10−y   = 0 

   632 −+ xx  = 0 或 1032 −+ xx  = 0 

 由於兩式均各有兩個實根，故實根乘積 = )10)(6( −−  = 60。 

 

10. (a) 顯然 1−=x  為其中一個實根。 

  若 1−≠x ，則有  )291492)(1( 234 +−+−+ xxxxx  = 0 

     
2

2 29
1492

xx
xx +−+−   = 0 

     14)
1

(9)
1

(2
2

2 ++−+
x

x
x

x   = 0 

     10)
1

(9)
1

(2 2 ++−+
x

x
x

x   = 0 

     ]5)
1

(2)[2
1

( −+−+
x

x
x

x   = 0 

  即得 0122 =+− xx  或 0252 2 =+− xx  

   1=x    或 
2

1
,2=x 。 

  故得 2,1,
2

1
,1−=x 。 

 (b) 12)
1

(25)
1

(6
2

2 +−−+
x

x
x

x  = 0 

  24)
1

(25)
1

(6 2 +−−−
x

x
x

x  = 0 

  ]8)
1

(3][3)
1

(2[ −−−−
x

x
x

x  = 0 

  
x

x
1−   = 

2

3
 或 

x
x

1−   = 
3

8
 

  232 2 −− xx  = 0 或 383 2 −− xx  = 0 

  )2)(12( −+ xx  = 0 或 )3)(13( −+ xx  = 0 

  
2

1
,2 −=x    或 

3

1
,3 −=x  

  故得 3,2,
3

1
,

2

1 −−=x 。 
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11. nmaa ++ 24  = ))(52( 22 qpaaaa ++++  

 比較系數，得 02 =+p ，  即 2−=p ， 

    052 =+ pq ， 即 5=q 。 

 所以 nmaa ++ 24  = )52)(52( 22 +−++ aaaa \ 

 即 6)2)(2(55,25 =−++== mn ，所以 150256 =×=mn 。 

 

12. (a) 設 xyyyxx −+−− 422 22  = ))(2( byxayx +++−  

   則有 








=
=−
−=+

0

42

2

ab

ba

ba

，解得 2,0 −== ba 。 

所以  xyyyxx −+−− 422 22  = )2)(2( −+− yxyx 。 

 (b) 設 3469 22 −++− yyxx  = )3)(3( byxayx +++−  

   則有 








−=
=−

−=+

3

4

633

ab

ba

ba

，解得 3,1 −== ba 。 

  所以  3469 22 −+−− yyxx  = )33)(13( −++− yxyx 。 

 

13. 設 10312 22 −++−− kyxyxyx  = )3)(4( byxayx +++−  

 比較系數得：








−=
=−

=+

10

43

3

ab

kba

ba

， 

 由(1)、(3) 式，得 )
10

(
a

a
−+  = 3 

     1032 −− aa  = 0 

     )2)(5( +− aa  = 0 

 解得 2,5 −== ba  或 5,2 =−= ba  

 即 k = 23)2(4)5(3 =−−  或 26)5(4)2(3 −=−− 。 

 即 m 的最大值為 23。 

 

 


