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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 分式 

 

摘要 

 
1. 部分分式 

把真分式分解為以低次因式為分母的分式總和， 

再以待定系數法計算分子： 

(a) 分母沒有重覆因子 

gfx

D

edx

C

cbxax

BAx

gfxedxcbxax

xp

+
+

+
+

++
+=

++++ 22 ))()((

)(
 

(b) 分母有重覆因子 

132 )(
...

)()()(

)(
−+

++
+

+
+

+
+

=
+ nn bax

K

bax

C

bax

B

bax

A

bax

xp
 

 2. 分式運算、化簡。 

 3. 解分式方程，留意分式的定義域，即分母非零。 

 4. 求分式的值域： 

  對於分式 
fexdx

cbxax

++
++

2

2

的值域，再令
fexdx

cbxax
y

++
++=

2

2

， 

  再轉化為 x 的二次方程 0)()()( 2 =−+−+− fycxeybxdya ， 

  定此式的 0))((4)( 2 ≥−−−−=∆ eycdyaeyb ，解出 y 的值域。 
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拾例 

 
1. 已知 

x

B

x

A

xx

x +
−

=
−
−

1

32
2

，其中 A 和 B 是常數。若 22 BAS += ，求 S 的

值。 (HKMO 2005/06 決賽個人) 

答： 32)1( −=−+ xxBAx ，即得 




=
=+
3

2

B

BA
，解得 3,1 =−= BA 。 

 S = 22 (3)(-1) +  = 10。 

 

2. 把 
)3)(2)(1(

322

−−−
++

xxx

xx
 化為部分分式。 

答： 令 
321)3)(2)(1(

322

−
+

−
+

−
=

−−−
++

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
， 

 即 )2)(1()1)(3()3)(2( −−+−−+−− xxCxxBxxA  = 322 ++ xx  

 代 1=x ， 

   得 A2  = 6 

    A = 3 

 代 2=x ， 

   得 -B = 9 

    B = -9 

 代 3=x ， 

   得 C2  = 18 

   C = 9 

 所以 
3

9

2

9

1

3

)3)(2)(1(

322

−
+

−
−

−
=

−−−
++

xxxxxx

xx
。 

 

 3. 化簡 
3011

1

209

1

127

1

65

1
2222 ++

+
++

+
++

+
++ xxxxxxxx

。 

答： 原式 = 
)6)(5(

1

)5)(4(

1

)4)(3(

1

)3)(2(

1

++
+

++
+

++
+

++ xxxxxxxx
 

   = 
6

1

5

1

5

1

4

1

4

1

3

1

3

1

2

1

+
−

+
+

+
−

+
+

+
−

+
+

+
−

+ xxxxxxxx
 

   = 
6

1

2

1

+
−

+ xx
  = 

)6)(2(

)2()6(

++
+−+

xx

xx
 

   = 
)6)(2(

4

++ xx
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4. 若 7
1 =+
x

x ，求下列各式的值。   

 (a) 
2

2 1

x
x +  

 (b) 
3

3 1

x
x +  

 (c) 
5

5 1

x
x +  

答： (a) 
2

2 1

x
x +  = 2)

1
( 2 −+

x
x   = 2)7( 2 −   

     = 47。 

 (b) 
3

3 1

x
x +  = )

1
2)(

1
(

2
2

x
x

x
x +−+  = ]4)

1
)[(

1
( 2 −++

x
x

x
x  

    = )47(7 2 −×   = 315。 

 (c) 考慮 )
1

)(
1

(
3

3
2

2

x
x

x
x ++   = 31547 ×  

   
5

5 11

xx
xx +++    = 14805 

   
5

5 1
7

x
x ++     = 14805 

   
5

5 1

x
x +     = 14798。 

 

5. 已知 7
1 =+
x

x ， b
x

x =
−12

，求 b 的值。 

答： 
b

1
 = 

x

x 12 −
  = 

x
x

1−   = 4)
1

( 2 −+±
x

x  

   = 47 −±  = 3± 。 

 所以  b = 
3

1±  = 
3

3± 。 

 

6. 已知 6
11 =+
yx

，求 
yxyx

yxyx

++
+−

2

2
 的值。 

答： 由 6
11 =+
yx

，得 xyyx 6=+ ，代入原式，得： 

 原式 = 
xyyx

xyyx

2)(

2)(

++
−+

 = 
xyxy

xyxy

2)6(

2)6(

+
−

 = 
xy

xy

8

4
  

   = 
2

1
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7. 求下列方程的最小實根： 

 
)6)(4()3)(4( −+

=
+− xx

x

xx

x
 (HKMO 1997/98 初賽個人) 

答： 顯然 0=x  為方程一根，若 0≠x  則有 

  )3)(4( +− xx  = )6)(4( −+ xx  

  122 −− xx  = 2422 −− xx  

  x  = -12 

 所以最小實根為 -12。 

 

8, 解方程 
6

5

3

2

7

6

2

1

+
++

+
+=

+
++

+
+

x

x

x

x

x

x

x

x
。 

答： 
6

5

2

1

+
+−

+
+

x

x

x

x
  = 

7

6

3

2

+
+−

+
+

x

x

x

x
 

 
6

1
1

2

1
1

+
−−

+
+

xx
 = 

7

1
1

3

1
1

+
−−

+
+

xx
 

 
6

1

2

1

+
−

+ xx
  = 

7

1

3

1

+
−

+ xx
 

 
)6)(2(

26

++
−−+

xx

xx
  = 

)7)(3(

37

++
−−+

xx

xx
 

 
)6)(2(

4

++ xx
  = 

)7)(3(

4

++ xx
 

 1282 ++ xx   = 21102 ++ xx  

 92 +x    = 0 

 x   = 
2

9− 。 
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9. 解方程 018
4

772

1

4
2

2

=−
+
−+

−
+

xx

xx

x

xx
 

答： 令 
1

42

−
+=

x

xx
y ，則原式化簡 

 18
72 −+
y

y   = 0 

 72182 +− yy   = 0 

 )12)(6( −− yy  = 0 

 得解 y = 6 或 y  = 12 

  
1

42

−
+

x

xx
 = 6 或 

1

42

−
+

x

xx
 = 12 

  622 +− xx  = 0 或 1282 +− xx  = 0 

  無實根   或 6,2=x  

 所以得解 6,2=x 。 

 

10. yx,  為實數且滿足 
1

2
2 ++

=
xx

x
y ，求 y 的最大值及最小值。 

答： 令 
1

2
2 ++ xx

x
  = y 

 即 x2    = )1( 2 ++ xxy  

 yxyyx +−− )2(2  = 0 

 由於 y 的存在，故使上式的  

 ∆ = ))((4)2( 2 yyy −+−  ≥ 0 

    22 444 yyy −+−  ≥ 0 

    443 2 −+ yy   ≤ 0 

    )2)(23( +− yy  ≤ 0 

 所以得解 
3

2
2 ≤≤− y 。 

 所以 y 的最大值為 
3

2
，最小值為 -2。 
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淺問 

 
1. 若 

21)2)(1(

12

+
+

+
≡

++
+

x

B

x

A

xx

x
，求 A、B 的值。 

 

2. 把下列分式分解成部分分式： 

 (a) 
)4)(2)(1(

322

+++
++

xxx

xx
  (b) 

4

3

)1(

5

−x

x
    

 

3. 化簡 
cbcababcacab xxxxxx −−−−−− ++

+
++

+
++ 1

1

1

1

1

1
。 (BBMO 2011) 

 

4. 若 
yx

z
c

xz

y
b

zy

x
a

+
=

+
=

+
= ,, ，求 

c

c

b

b

a

a

+
+

+
+

+ 111
 的值。 

 

5. 設 
x

x
1= ，求 

63

5

1

32
2

2

−+
+÷

−
−+

xx

x

x

xx
 的值。 (HKMO 1996/97 初賽個人) 

 

6. 若 
2005

2004

))()((

))()(( =
+++
−−−

accbba

accbba
，求 

ac

c

cb

b

ba

a

+
+

+
+

+
 的值。 

 (HKPSC 2004) 

 

7. 解下列方程： 

(a) 
)8)(3()12)(2( −+

=
−+ xx

x

xx

x
   

(b) 2
2

12

12

2 =
+
++

+
+

x

x

x

x
 

(c) 0
813

1

82

1

811

1
222

=
−−

+
−+

+
−+ xxxxxx

 

 

8. 若 10
1 =+
x

x ，求下列各式的值： 

 (a) 
2

2 1

x
x +    (b) 

3
3 1

x
x +  

 
9. 求下列函數的取值範圍： 

 (a) 
1

1
2

2

+
++=

x

xx
y    (b) 

1

12

+
++=

x

xx
y  
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詳答 

 
1. 12 −x   = )1()2( +++ xBxA  
 代 1−=x ，得 3−=A ；代 2−=x ，得 5−=− B ，即 5=B 。 

 

2. (a) 令 
421)4)(2)(1(

322

+
+

+
+

+
≡

+++
++

x

C

x

B

x

A

xxx

xx
 

  即 322 ++ xx   

= )2)(1()1)(4()4)(2( ++++++++ xxCxxBxxA  

  代 1−=x ，得 A3  = 2 

     A = 
3

2
 

  代 2−=x ，得 B2−  = 3 

     B = 
2

3−  

  代 4−=x ，得 C6  = 11 

     C = 
6

11
 

  所以
)4(6

11

)2(2

3

)1(3

2

)4)(2)(1(

322

+
+

+
−

+
≡

+++
++

xxxxxx

xx
 

 (b) 令
4324

3

)1()1()1(1)1(

5

−
+

−
+

−
+

−
≡

− x

D

x

C

x

B

x

A

x

x
 

  即 35x   = DxCxBxA +−+−+− )1()1()1( 23  

  代  1=x ，得 5=D ； 

  
1

55 3

−
−

x

x
 = CxBxA +−+− )1()1( 2  

  555 2 ++ xx  = CxBxA +−+− )1()1( 2  

  代  1=x ，得 15=C ； 

  
1

1055 2

−
−+

x

xx
 = BxA +− )1(  

  105 +x  = BxA +− )1(  

  代  1=x ，得 15=B ； 而 5
1

55 =
−
−=

x

x
A 。 

  所以
4324

3

)1(

5

)1(

15

)1(

15

1

5

)1(

5

−
+

−
+

−
+

−
≡

− xxxxx

x
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3. 原式 = 
cba

c

cba

b

cba

a

xxx

x

xxx

x

xxx

x

++
+

++
+

++
 

  = 
cba

cba

xxx

xxx

++
++

  = 1。 

 

4. 
z

yx

cy

xz

bx

zy

a

+=+=+= 1
,

1
,

1
， 

 原式 = 

cba

1
1

1
1

1

1
1

1

1

+
+

+
+

+
 = 

z

yx

y

xz

x

zy ++
+

++
+

++ 1

1

1

1

1

1
 

   = 
zyx

z

zyx

y

zyx

x

++
+

++
+

++
 

   = 
zyx

zyx

++
++

  = 1。 

 

5. 由 
x

x
1= ，得 12 =x ，即 1±=x 。但原式中 1≠x ，故取 1−=x  代入原

 式，便得 

   
631

51

11

321

−−
+−÷

−−
−−

 = 
4

8

2

4 −×
−
−

 = -4。 

 

6. 令 aczcbybax +=+=+= ,, ， 

 
))()((

))()((

accbba

accbba

+++
−−−

 = 
xyz

xyzxyz ))()(( −−−
 = 

2005

2004
 

 
ba

c

ac

b

cb

a

+
+

+
+

+
 = 

z

yxz

y

xzy

x

zyx

222

+−++−++−
 

    = 
z

yx

y

xz

x

zy

22

1

22

1

22

1 −−+−−+−−  

    = )(
2

1

2

3

z

yx

y

xz

x

zy −+−+−−  

    = 
xyz

yxxyxzzxzyyz

2

)()()(

2

3 −+−+−−  

    = 
xyz

xyzxyz

2

))()((

2

3 −−−−  

    = 
2005

1002

2

3 −   = 
4010

4011
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7. (a) 
)12)(2( −+ xx

x
 = 

)8)(3( −+ xx

x
 

  顯然易見 0=x ，為方程的一根。 

  若 0≠x ，則有 

  )12)(2( −+ xx  = )8)(3( −+ xx  

  24102 −− xx   = 2452 −− xx  

  x5    = 0 

  x    = 0 

  故方程的唯一解是 0=x 。 

 (b) 
2

12

12

2

+
++

+
+

x

x

x

x
    = 2 

  
)12)(2(

)12()12)(2(2)2( 22

++
++++−+

xx

xxxx
 = 0 

  2)]12()2[( +−+ xx     = 0 

  1+− x       = 0 

  x       = 1 

  

(c) 令 822 −+= xxy ，則原式化簡 

  
xyyxy 15

11

9

1

−
++

+
     = 0 

  )9()15)(9()15( xyyxyxyxyy ++−++−   = 0 

  xyyxxyxyyxyy 913515915 2222 ++−−++−  = 0 

  22 135123 xxyy −−      = 0 

  22 454 xxyy −−      = 0 

  )9)(5( xyxy −+      = 0 

  得解 y  = x5−  或 y  = x9  

   822 −+ xx  = x5−  或 822 −+ xx  = x9  

   872 −+ xx  = 0 或 872 −− xx  = 0 

   )1)(8( −+ xx  = 0 或 )1)(8( +− xx  = 0 

  所以 8,1 ±±=x 。 
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8. (a) 2)
1

(
x

x +   = 100 

   
2

2 1
2

x
x ++   = 100 

   所以 
2

2 1

x
x +  = 98。 

 (b) 
3

3 1

x
x +   = )

1
1)(

1
(

2
2

x
x

x
x +−+  

      = )198(10 −×   = 970。 

 

9. (a) 令
1

1
2

2

+
++

x

xx
  = y 

  即 12 ++ xx   = )1( 2 +xy  

   0)1()1( 2 =−+−− yxxy  

  由於 y 的存在，故使上式的  

∆  = )1)(1(4)1( 2 −−−− yy  ≥ 0 

  4841 2 −+− yy  ≥ 0 

  384 2 +− yy   ≤ 0 

  )32)(12( −+ yy  ≤ 0 

所以得解 
2

3

2

1 ≤≤ y 。 

 

(b) 令
1

12

+
++

x

xx
  = y 

  即 12 ++ xx   = )1( +xy  

   0)1()1(2 =−+−+ yyxx  

  由於 y 的存在，故使上式的  

∆  = )1)(1(4)1( 2 yy −−−  ≥ 0 

  ]4)1)[(1( −−− yy  ≥ 0 

  )3)(1( +− yy   ≥ 0 

所以得解 3−≤y  或 1≥y 。 

 

  
 

 


