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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 絕對不等式 

 

摘要 

 
 1.  認識不等式的證明技巧，如求差法、求商法、縮放法等。 

 2.  認識均值不等式及其應用： 
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    等號成立當且僅當 naaaa ==== ...321 。 

 3.  認識柯西 (Cauchy) 不等式及其應用： 
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 4.  認識排序不等式及其應用： 

    若  naaaa ≥≥≥≥ ...321  及 nbbbb ≥≥≥≥ ...321  

    則  nnbabababa ++++ ...332211  (順序) 

    ≥ wnzyx babababa ++++ ...321  (亂序) 

    ≥ 123121 ... babababa nnnn ++++ −−  (逆序) 

    等號成立當且僅當 naaaa ==== ...321   

     及 nbbbb ==== ...321 。 

  



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

2 

  

 5.  認識切比雪夫 (Chebyshev) 不等式及其應用： 

    若  naaaa ≥≥≥≥ ...321  及 nbbbb ≥≥≥≥ ...321  

    則 
n

babababa nn++++ ...332211  

    ≥ 
n

bbbb

n

aaaa nn ++++
×

++++ ...... 321321  

    ≥ 
n

babababa nnnn 123121 ... ++++ −−  

    等號成立當且僅當 naaaa ==== ...321   

     及 nbbbb ==== ...321 。 

 6.  認識三角形不等式及其應用， 

   即三角形任一邊的長度少於其餘兩邊長度的和。 

 7.  判定銳角 (鈍角) 三角形的條件， 

   任兩邊的平方和大於 (小於) 第三邊的平方，及符合三角不等式。 
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拾例 

 
1. 設 dcba ,,,  為任意正數， 
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2. 若 
1

1
2 ++

=
aa

P  及 12 +−= aaQ ，證明 PQ ≥ 。 

答： 
P

Q
 = )1)(1( 22 +++− aaaa  = 222 )1( aa −+  

   = 224 12 aaa −++   = 124 ++ aa   ≥ 1 

 所以 PQ ≥ ，等號成立當 1124 =++ aa ，即 0=a 。 
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3. 設 dcba ,,,  為四個互不相等的正實數，證 4))(( >++
c

d

a

b

d

c

b

a
。 

答： 解法一：  

   由 AM ≥ GM，得 
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 解法二： 
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   所以原式得證。 

 

4. 若 1=++ cba  且 0,, >cba ，證明 9
111 ≥++
cba

 

 解法一： 
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 解法二： 

   由 AM ≥ HM 
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5. 已知實數 yx,  滿足 41 22 ≤+≤ yx ，求 22),( yxyxyxf ++=  的最值。 

答： 由 AM ≥  GM， 

 )(
2

1 2222 yxyx +≤ ，即 )(
2

1 22 yxxy +≤ ， )(
2

1
)(

2

1 2222 yxxyyx +≤≤+− 。 

 所以 22),( yxyxyxf ++=  的最大值為 2222 )(
2

1
yyxx +++  

          = )(
2

3 22 yx +  

          = )4(
2

3
 = 6。 

 而 22),( yxyxyxf ++=  的最小值為  2222 )(
2

1
yyxx ++−  

          = )(
2

1 22 yx +  

          = )1(
2

1
 = 

2

1
。 

 所以當 2== yx ，原式得 6；
2

2
,

2

2 −== yx ，原式得 
2

1
。 

 (註：此題亦可以三角法計算。) 

 

我知道的，是很少的； 

我不知道的，是無限的。 

 

法國數學家、天文學家 

拉普拉斯 (1749-1827) 
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6. 設 dcba ,,,  都是正數，求 )
1111

)((
dcba

dcba ++++++  的最小值。 
答： 解法一： 

   由柯西不等式， 

   )
1111

)((
dcba

dcba ++++++   

      ≥ 2)
1111

(
d

d
c

c
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b
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a ×+×+×+×  

   )
1111
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dcba

dcba ++++++  ≥ 2)1111( +++  

   )
1111

)((
dcba
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   故上式最小值為 16，當 1==== dcba  時。 

  

 解法二： 

   由 AM ≥ HM， 

   
4

dcba +++
    ≥ 

dcba

1111
4

+++
 

   )
1111

)((
dcba

dcba ++++++  ≥ 16 

   故上式最小值為 16，當 1==== dcba  時。 

 

 

What we know is not much.  

What we do not know is immense. 

 

 Pierre Simon Laplace (1749-1827) 
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7. 設 cba ,,  都是正數，證 )(222222444 cbaabcaccbbacba ++≥++≥++ 。 

答： 由於對稱性，不妨假設 cba ≥≥ ，即 222 cba ≥≥  或 bcacab ≥≥ 。 

 解法一： 

   根據排序不等式， 

  222222222222 accbbaccbbaa ×+×+×≥×+×+×  
   又 ))(())(())(())(())(())(( abcacabcbcabcacabcbcabab ++≥++  

   即 )(222222444 cbaabcaccbbacba ++≥++≥++  

 解法二： 

   由 AM ≥ GM， 

   2244
44

2
baba

ba =≥+
，同理 22

44

2
cb

cb ≥+
 及 22

44

2
ac

ac ≥+
， 

   三式相加，得 222222444 accbbacba ++≥++  

   又 cabcbba
cbba 22222

2222

2
=×≥+

， 

   同理 abc
accb 2

2222

2
≥+

， bca
baac 2

2222

2
≥+

， 

   三式相加，得 )(222222 cbaabcaccbba ++≥++ 。 

 

8. 一個三角形的三邊長分別是 7.5cm、11cm 和 x cm。若 x 為整數，求 x 的

最小值。 (HKM0 2002/03 初賽個人) 

答： 根據三角形不等式： 

 




>+
>+

x

x

115.7

115.7
，所以得 5.185.3 << x ，即 x 的最小值為 4。 

 

9. **已知銳角三角形三邊長分別為 2, 3, x，求第三邊 x 的取值範圍。 

 (中國四川省重慶市初中數學競賽 1983) 

答： 由銳角三角形得知： 




>+
>+

222

222

32

32

x

x
，得 135 2 << x ，即 135 << x 。 

 

10. 已知鈍角三角形三邊長分別為 5, 7, x，若第三邊 x 的長度為整數，求符合

要求的第三邊 x 的個數。 

答： 由鈍角三角形得知： 




+<
<+

75

75 222

x

x
，得 1274 << x 。 

     或 




>+
<+

75

75 222

x

x
，得  242 << x 。 

 故第三邊 x 的取值範圍為  242 << x  或  1274 << x 。 

 但由於 x 為整數，故 x 只可以為 11,10,9,4,3 ，答案為 5。 
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淺問 

 
1. 設 yx ≥ ，證 2233 33 xyyxyx −≥− 。 

 

2. 證明 2
1 ≥+
x

x 。 

 

3. 證明 19log11log <× 。 

 

4. 求下列函數的最小值： 

 (a) 
4

13
2

2

+

+=
x

x
y    (b) 

4

5
2

2

+

+=
x

x
y  

 

5. 設 cba ,,  都是正數且 1=++ cabcab ，證 3≥++ cba 。 

 

6. 若 1222222 =++=++ zyxcba ，證 1≤++ czbyax 。 

 

7. 已知 cba ,,  都是正數且 1=abc ，證 
cba

cba
111 ++≤++ 。 

 

8. 求函數 18
9 +−−=
x

xy  ( 0>x ) 的最大值。 (五市初數聯 1991) 

 

9. 設 dcba ,,,  都是正數，證 )(4)( 22222 dcbadcba +++≤+++ 。 

 

10. 若 0>>>> dcba ，證明 4≥+++
a

d

b

c

c

b

d

a
。 

 

11. 已知實數 dcba ,,,  滿足於 3=+++ dcba , 5632 2222 =+++ dcba ，求 a 

的最大值和最小值。 

 

12. 設 nSn ++++= ...321 ，求 
1)32( ++ n

n

Sn

S
 的最大值。 (高數聯 2000) 

 

13. 設三角形的三邊均為正整數，且最長邊長 15 ，問符合條件的三角形數目。 

 

14. 存在整數 x，使具有邊長 10, 24, x 的三角形的所有角均為銳角，問 x 的

個數。(AHSME 1988) 
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詳答 

 
1. 考慮 2233 33 xyyxyx +−−  = 3)( yx −  ≥ 0 

 故  2233 33 xyyxyx −≥− 。 

 
2. 由 AM ≥ GM， 

 )
1

(
2

1

x
x +   ≥ 

x
x

1×   = 1 

 所以 
x

x
1+   ≥ 2 

 

3. 由 AM ≥ GM， 

 9log11log ×  ≤ )9log11(log
2

1 +  = 99log
2

1
 

     < 100log
2

1
   = 1 

 所以 9log11log ×  < 1 

 

4. (a) 
4

13
2

2

+

+=
x

x
y  = 

4

94
2

2

+

++

x

x
  = 

4

9
4

2

2

+
++

x
x  

   由 AM ≥ GM，得 

   )
4

9
()4(2

2

2

+
+≥

x
xy    = 92  = 6 

   不等式等號成立，當且僅當，
4

9
4

2

2

+
=+

x
x ， 

   即 942 =+x ， 5±=x 。 

 (b) 
4

5
2

2

+

+=
x

x
y  = 

4

3

4

4
4

22

2

+
−

+
++

xx
x  

   由 AM ≥ GM，得 

   
4

3
)

4

4
()4(2

22

2

+
−

+
+≥

xx
xy  = 

4

3
42

2 +
−

x
 

   不等式等號成立，當且僅當，
4

4
4

2

2

+
=+

x
x ， 

   即 442 =+x ， 0=x 。 

   代入 y 中，得 最小值為 
2

5

2

3
4 =− 。 
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5. 2)( cba ++   = )(2222 cabcabcba +++++  

     = )(3])()()[(
2

1 222 cabcabaccbba +++−+−+−  

     ≥ )(3 cabcab ++  = 3 

 所以 cba ++  ≥ 3  

 

6. 由 AM ≥ GM， 

   
2

22 xa +
 ≥ axxa =22  所以 axxa 222 ≥+ ， 

 同理 byyb 222 ≥+  及 czzc 222 ≥+ 。 

   222222 zyxcba +++++  ≥ czbyax 222 ++  

   2      ≥ czbyax 222 ++  

 所以 1≤++ czbyax 。 

 

7. 
cba

111 ++  = 
abc

cabcab ++
 = cabcab ++  

 而根據 AM ≥ GM， 

 babbcbcab 22 =≥+ ， 

 同理，有 cbccacabc 22 =≥+ 、 acaababca 22 =≥+ 。 

 故 abcacabcbcab +++++  ≥ cba 222 ++  

 即 cabcab ++     ≥ cba ++  

 即
cba

111 ++     ≥ cba ++  

 

8. y  = 18)
9

( ++−
x

x   ≤ 18
9

2 +×−
x

x  (由 AM ≥ GM)  

   = 1892 +−   = 12 

 所以當 3=x ，y 達最大值 12。 
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9. 解法一： 

   由柯西不等式， 

   2)1111( dcba +++   ≤  )()1111( 22222222 dcba ++++++  

   2)( dcba +++   ≤  )(4 2222 dcba +++  
 

 解法二： 

   由 QM ≥ AM， 

   
4

dcba +++
   ≤ 

4

2222 dcba +++
 

   2)
4

(
dcba +++

  ≤ 
4

2222 dcba +++
 

   2)( dcba +++   ≤ )(4 2222 dcba +++  
 

10. 由於 0>>>> dcba ，即 0
1111 >>>>
abcd

， 

 根據排序不等式， 

 4=+++≥+++
d

d

c

c

b

b

a

a

a

d

b

c

c

b

d

a
。 

 另一方法： 

 由 AM ≥  GM， 

 )(
4

1

a

d

b

c

c

b

d

a +++  ≥ 14 =×××
a

d

b

c

c

b

d

a
 

 即 4≥+++
a

d

b

c

c

b

d

a
。 

 

11. 根據柯西不等式， 

 )
6

1

3

1

2

1
)(632( 222 ++++ dcb  ≥ 2)

6

1
6

3

1
3

2

1
2( ×+×+× dcb  

 )632( 222 dcb ++    ≥ 2)( dcb ++  

 25 a−       ≥ 2)3( a−  

 25 a−       ≥ 269 aa +−  

 462 2 +− aa     ≤ 0 

 232 +− aa      ≤ 0 

 得解 21 ≤≤ a ，所以 a 的最大值為 2 ，最小值為 1。 
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12. 
1)32( ++ n

n

Sn

S
  = 

2

)2)(1)(32(
2

)1(

+++

+

nnn

nn

 

   = 
)2)(32( ++ nn

n
 = 

64342 ++ nn

n
  = 

n
n

64
34

1

++
 

 其中因為 AM ≥ GM，
n

n
64+  ≥ 

n
n

64
2 ×  = 16 

 所以 
1)32( ++ n

n

Sn

S
    ≤ 

3416

1

+
  = 

50

1
 

 故最大值為  
50

1
。 

 

13. 設三角形三邊 150 =≤≤< cba ， 

 根據三角不等式，我們有 cba >+ ，所以不妨固定 a 值，數算 b 的數目。 

 若 a = 1，則 b = 15； 

 若 a = 2，則 b = 14 或 15； 

 若 a = 3，則 b = 13、14 或 15； 

 若 a = 4，則 b = 12、13、14 或 15； 

 若 a = 5，則 b = 11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 6，則 b = 10、11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 7，則 b = 9、10、11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 8，則 b = 8、9、10、11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 9，則 b = 9、10、11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 10，則 b = 10、11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 11，則 b = 11、12、13、14 或 15； 

 若 a = 12，則 b = 12、13、14 或 15； 

 若 a = 13，則 b = 13、14 或 15； 

 若 a = 14，則 b = 14 或 15； 

 若 a = 15，則 b = 15； 

 所以三角形數目為  

 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 + 8 + 7 + 6 + 5 + 4 + 3 + 2 + 1 = 64。 

 

14. 由銳角三角形得知： 




>+
>+

222

222

2410

2410

x

x
， 

 得 676476 2 << x ，即 676476 << x 。 

 x 只可為 22, 23, 24, 25，故解數為 4。 

 

 


