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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

代數 – 多項式的根 

 

摘要 

 
 1. 認識代數基本定律及其一些應用。 

 2. 運用韋達 (Viete) 定理處理三次或以上的方程。 

 3. 認識一些相關恆等式： 

  (a) )(2)( 2222 cabcabcbacba ++−++=++  

  (b) abbccaaccbba 222222 +++++  
    abccabcabcba 3))(( −++++=  

  (c) abbccaaccbba 222222 +++++  

    )())(( 333222 cbacbacba ++−++++=  

  (d) 333 cba ++  

    abcabbccaaccbbacba 6)(3)( 2222223 −+++++−++=  

  (e) abccba 3333 −++  

    ))(( 222 cabcabcbacba −−−++++=  
 4. 認識在條件 0=++ cba  的情況下的化簡： 

  (a) 222 cba ++  = )(2 cabcab ++−  

  (b) 333 cba ++  = )( 222222 abbccaaccbba +++++−   

      = abc3  

 5. 認識整系數方程下的根的共軛性。 

 6. 利用給定的根條件解三次或四次方程。 
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拾例 

 
1. 若





=+
=+

12

2
22 ba

ba
，求 33 ba +  的值。 (HKMO 2000/01 決賽個人) 

答： 




=+
=+

12

2
22 ba

ba
 

 即 122)( 2 =−+ abba ， 4−=ab 。 

 32)412)(2())(( 2233 =+=+−+=+ babababa  

 

2. 若 








=++
=++

=++

3

2

1

333

222

cba

cba

cba

，求下列各式的值： 

 (a) cabcab ++  

 (b) )()()( accacbbcbaab +++++  

 (c) abc 

答： (a) 2)( cba ++   = )(2222 cabcabcba +++++  

   21     = )(22 cabcab +++  

   cabcab ++   = 
2

1−  

 (b) 原式 = )()()( 222 bacacbcba +++++  

     = )()()( 222 cbaccbabcbaa ++++++++  

      )( 333 cba ++−  

     = )())(( 333222 cbacbacba ++−++++  

     = 321 −×   = -1 

 (c) abccba 3333 −++   

       = ))(( 222 cabcabcbacba −−−++++  

   abc33 −    = )
2

1
2(1 +×  

   abc     = 
6

1
。 
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3. 若 xyzzxyzxyzyx =++++ ))((  且 7=++ zyx  及 4−=++ zxyzxy ， 

 求 444 zyx ++  的值。 

答： xyz    = ))(( zxyzxyzyx ++++  = )4)(7( −  = -28。 

 444 zyx ++  = )(2)( 2222222222 xzzyyxzyx ++−++  

     = 22 )](2)[( zxyzxyzyx ++−++  

      )](2)[(2 2 xyzxzxyzyzxyzxyzxy ×+×+×−++−  

     = 22 )](2)[( zxyzxyzyx ++−++  

      )])((2)[(2 2 zyxxyzzxyzxy ++−++−  

     = )]7)(28(2)4[(2)]4(2)7[( 222 −−−−−−  

     = )408(2532 −   = 1993。 

 

4. 已知 1=xyz ， 3=++ zyx ， 13222 =++ zyx 。求 
yzxxyzzxy 3

1

3

1

3

1

+
+

+
+

+
 

的值。  

答： 2)( zyx ++      = 9 

 )(2222 zxyzxyzyx +++++  = 9 

 )(213 zxyzxy +++    = 9 

 所以 zxyzxy ++    = -2 

 又因為 yxz −−= 3 ， 

 所以 
zxy 3

1

+
 = 

yxxy 339

1

−−+
 = 

)3)(3(

1

−− yx
， 

 同理得 
)3)(3(

1

3

1
,

)3)(3(

1

3

1

−−
=

+−−
=

+ xzyzxzyxyz
。 

 所以原式 = 
)3)(3(

1

)3)(3(

1

)3)(3(

1

−−
+

−−
+

−− xzzyyx
 

    = 
)3)(3)(3(

)3()3()3(

−−−
−+−+−

zyx

zyx
 

    = 
27)(9)(3

9

−+++++−
−++

zyxzxyzxyxyz

zyx
 

    = 
27)3(4)2(31

93

−+−−
−

 = 
8

6

−
−

  = 
4

3
。 
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5. 若 024 =+++ cbxaxx  的根，其中三個為 1, 2, 3，求 ca +  的值。 

 (AHSME 1966) (FWMT-J 1999) 

答： 由於 3x  的系數為 0，即四根的和為 0 ，故第四根為 -6。 

 而  a = )6)(3()6)(2()3)(2()6)(1()3)(1()2)(1( −+−++−++  

    = -25 

   c = )6)(3)(2)(1( −  = -36 

 所以 ca +  = 3625 −−   = -61。 

 

6. 已知方程 0159 23 =++− cxxx  (其中 c 為常數) 有一重根。求該重根的所

有可能值之和。 (培正 2013 初賽高中) 

答： 設三根為 baa ,, ， 

 由韋達定理，得 

 




=+
=+

152

92
2 aba

ba
， 

 即得  )29(22 aaa −+  = 15 

   15184 22 −+− aaa = 0 

   15183 2 −+− aa  = 0 

   562 +− aa   = 0 

 解得 5,1=a 。故所總和為 651 =+ 。 

 

7. 已知方程 0106 23 =++− kxxx  的根成等差數列，求 k 的值。 

答： 設三根為 daada +− ,, ， 

 由韋達定理，得 

 




−=+−
=+++−
10))()((

6)()(

daada

daada
 

 即得  a3   = 6 

   a  = 2。 

 另  22 da −  = 5−  

   2d   = 9 

 即  d  = 3±  

 不論 d 取何值，皆得三根為 5,2,1− 。 

 k = )1)(5()5)(2()2)(1( −++−  = 3。 
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8. 若 0≠abc  及 0=++ cba ，求 )
11

()
11

()
11

(
ba

c
ac

b
cb

a +++++  的值。 

答： 解法一： 

   從  abccba 3333 −++  = ))(( 222 cabcabcbacba −−−++++   

         = 0 

   所以 333 cba ++   = abc3 。 

   )
11

()
11

()
11

(
ba

c
ac

b
cb

a +++++  = )()()(
ab

ba
c

ca

ac
b

bc

cb
a

+++++
 

          = 
ab

c

ca

b

bc

a 222

−−−   

          = 
abc

cba 333 ++−  

          = 
abc

abc3−    = -3。 

 解法二： 

    )
11

()
11

()
11

(
ba

c
ac

b
cb

a +++++  

   = )
111

()
111

()
111

(
cba

c
cba

b
cba

a ++++++++  

   = )
111

)((
cba

cba ++++   = 0。 

 

9. 求證 013 =++ xx  沒有有理根。 

答： 若方程有有理根 
q

p
，則 1|,1| qp 。 

 即有理根值為 1±=x 。 

 令 1)( 3 ++= xxxf ， 

 )1(f  = 111 ++   = 3， 

 )1(−f  = 111 +−−   = -1。 

 由此得知 1±  均不為方程的根，故該方程沒有有理根。 
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10. 化簡 
))((

))((

))((

))((

))((

))((

bcac

bxax

abcb

axcx

caba

cxbx

−−
+++

−−
+++

−−
++

。 

答： 顯然 cba ,,  為三相異實數。 

 設 )(xf  = 
))((

))((

))((

))((

))((

))((

bcac

bxax

abcb

axcx

caba

cxbx

−−
+++

−−
+++

−−
++

 

 )( af −   = 
))((

))((

))((

))((

))((

))((

bcac

baaa

abcb

aaca

caba

caba

−−
+−+−+

−−
+−+−+

−−
+−+−

 

    = 1 

 同理 1)()( =−=− cfbf ，即 1)( =xf  有三個相異的實根。 

 由於 )(xf  為二次方程， 01)( =−xf  不該有三個相異實根， 

 故對任何 x， 1)( ≡xf 。 

 

 

「勇敢地正視困難，困難就會消失。」 

這一直是我的人生哲學。 

It has been my philosophy of life  

that difficulties vanish when faced boldly. 

 

美國科幻小說作家 

阿西莫夫 

(Issac Asimov 1920-1992) 
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淺問 

 
1. 若 





=+
=+

23

4
22 ba

ba
，求下列各式的值： 

 (a) ab     (b) 33 ba +    (c) 44 ba +  

 (d) 
ba

11 +    (e) ba −    (f) 33 ba −  

 

2. 若 








=
=++

=++

20

15

10
222

abc

cba

cba

，求 333 cba ++  的值。 

 

3. 設 tsr ,,  為方程 0200810018 3 =++ xx  的三個根，求    

 333 )()()( rttssr +++++  的值。 (AIME 2008) 

 

4. 已知方程 017148 23 =−+− xxx  的根成等比數列，解此方程。 

 

5. 已知 045631424 23 =+−− xxx 的其中一個根為另一根的兩倍，解該方程。 

 

6. 求滿足 025632256 =−x  的所有實根的平方和。 (AHSME 1979) 

 

7. 若 0=++ cba ，化簡 
ab

c

ca

b

bc

a

222

222

++ 。 

 

8. 若 γβα ,,  為方程 023 =−+− cbxaxx  的根，求下列各式的值： 

 (a) 222 γβα ++    (b) 333 γβα ++    

 (c) 
γβα
111 ++    (d) 

222

111

γβα
++  

 (e) 
αβγαβγ
111 ++   (f) 

222222

111

βααγγβ
++  

 

9. 化簡 
))((

))((

))((

))((

))((

))(( 222

bcac

bxaxc

abcb

axcxb

caba

cxbxa

−−
−−+

−−
−−+

−−
−−

。 



 

「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

8 

詳答 

 
1. (a) 由於 abbaba 2)( 222 −+=+ ，即 ab2423 2 −=  

   故得 
2

7−=ab 。 

 (b) 33 ba +  = ))(( 22 abbaba −++  
     = )]

2

7
(23[4 −−×    = 106 

 (c) 44 ba +  = 22334 644)( baabbaba −−−+  

     = 2224 )(6)(4)( abbaabba −+−+  

     = 24 )
2

7
(6)23)(

2

7
(44 −−−−   

     = 
2

147
322256 −+     = 

2

1009
 

 (d) 
ba

11 +   = 
ab

ba +
  = )

7

2
(4 −×   = 

7

8−  

 (e) ba −   = 2)( ba −±   = abba 222 −+±  

     = )
2

7
(223 −×−±  = 30±  

 (f)  33 ba −  = ))(( 22 abbaba ++−  = )]
2

7
(23[30 −+×±  

     = 
2

3039±  

 

2. 222 cba ++   = )(2)( 2 cabcabcba ++−++  

 15     = )(2102 cabcab ++−  

 cabcab ++   = 
2

85
 

 bcacabcbcaba 222222 +++++   
      = abccabcabcba 3))(( −++++  

      = 203
2

85
10 ×−×  

      = 365 

 333 cba ++  = abcbcacabcbcabacba 6)(3)( 2222223 −+++++−++  

    = 2063653103 ×−×−   = -215 
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3.  由韋達定理，可得 














−=−=

=++
=++

251
8

2008
8

1001
0

rst

trstrs

tsr

。 

 原式 = 333 )()()( srt −+−+−  = )( 333 tsr ++−  

 另 rsttsr 3333 −++  = ))(( 222 trstrstsrtsr +++++++   

      = 0 

 所以 rsttsr 3333 =++ ，故原式 = 753)251(33 =−−=− rst 。 

 

4. 設三根為 ara
r

a
,, ，其中 0≠r 。 

 由韋達定理，得 

 








=−−=

=−−=++

8

1

8

1
))()((

4

7

8

14

ara
r

a

ara
r

a

， 

 即得  3a    = 
8

1
 

   a   = 
2

1
。 

 另  )1
1

( r
r

a ++  = 
4

7
 

   
r

rr 21 ++
 = 

2

7
 

   252 2 +− rr  = 0 

   r = 
2

1
 或 r = 2。 

 不論 r 取何值，皆得三根為 1,
2

1
,

4

1
。 
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5. 設方程 045631424 23 =+−− xxx  的三個根為 a, 2a 及 b， 

 








−=

−−=++

24

45
))(2)((

24

)14(
2

baa

baa
 ，化簡後得 









−=

=+

8

15
2

12

7
3

2ba

ba
 

 由上式得知 0>a  及 0<b 。 

 另代 ax =  及 ax 2=  入原式，得： 

 045631424 23 =+−− aaa  及 045)2(63)2(14)2(24 23 =+−− aaa  

 兩式相減得 06342168 23 =−− aaa  0)328( 2 =−− aaa  

 由於 0≠a ，故得 0328 2 =−− aa  0)34)(12( =−+ aa  

 得 
4

3=a ，
2

3
2 =a ，

3

5

3

2

3

4

8

15 −=××−=b 。 

 故方程的根為 
3

5
,

4

3
,

2

3 − 。 

 

6. 原式可化為  328)2( )2(
8

−x     = 0 

     256)2( 2
8

−x     = 0 

     )2()2( 88

2−x     = 0 

 ]2][2]...[2][2][2[ )2()2()2()2()2()2( 556677

−++++ xxxxx  = 0 

 上式的實根只有 2± ，故平方和 = 22 )2()2( −+  = 8。 

 

 

7. 由於 abccba 3333 −++  = ))(( 222 cabcabcbacba −−−++++  

   abccba 3333 −++  = 0 

   333 cba ++   = abc3  

 原式 = 
abc

cba

2

333 ++
 = 

abc

abc

2

3
  = 

2

3
。 
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8. (a) 








=
=++

=++

c

b

a

αβγ
γαβγαβ

γβα
 

   222 γβα ++   = )(2)( 2 γαβγαβγβα ++−++  

       = ba 22 −  

 (b) βγαγαβγβγαβα 222222 +++++   

   = abc3))(( −++++ γαβγαβγβα  

   = cab 3−  

   333 γβα ++   

   = αβγβγαγαβγβγαβαγβα 6)(3)( 2222223 −+++++−++  

   = ccaba 6)3(33 −−−  

   = caba 333 +−  

 (c) 
γβα
111 ++   = 

αβγ
γαβγαβ ++

  = 
c

b
 

 (d) 因為 023 =−+− cbxaxx ， bxxcax +=+ 32 ， )( 22 bxxcax +=+ ， 

   即 22222 )()( bxxcax +=+ 。代 
2

1

x
y =  即 

y
x

12 =  入上式， 

   2
2

2 )
1

(
1

)( b
yy

c
y

a +=+ ， 

   化簡後得 01)2()2( 22232 =−−+−+ ybaybacyc ， 

   顯然上式的根為 
222

1
,

1
,

1

γβα
， 

   故
222

111

γβα
++  = 

2

2

2

2 2)2(

c

acb

c

bac −=−−  

 (e) 
αβγαβγ
111 ++  = 

αβγ
γβα ++
 = 

c

a
 

 (f) 利用 01)2()2( 22232 =−−+−+ ybaybacyc  

    
222222

111

βααγγβ
++  = 

2

2 2

c

ba −
 

   或 
222222

111

βααγγβ
++  = 

2

222

)(αβγ
γβα ++

 = 
2

2 2

c

ba −
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9. 顯然 cba ,,  為三相異實數。 

 設 )(xf  = 
))((

))((

))((

))((

))((

))(( 222

bcac

bxaxc

abcb

axcxb

caba

cxbxa

−−
−−+

−−
−−+

−−
−−

 

  )(af  = 
))((

))((

))((

))((

))((

))(( 222

bcac

baaac

abcb

aacab

caba

cabaa

−−
−−+

−−
−−+

−−
−−

 

   = 2a  

 同理有 22 )(,)( ccfbbf == 。即 2)( xxf =  有三個相異的實根。 

 但 )(xf  為二次方程， 2)( xxf =  不應有三個相異的實根， 

 故對任何 x， 2)( xxf ≡ 。 

 

 

人類擁有明星般的未來，但最重要的是這

未來會消失在年青人的愚昧和迷信之中。 

Humanity has the stars in its future, and 
that future is too important to be lost under 
the burden of juvenile folly and ignorant 
superstition. 

 

 

美國科幻小說作家 

阿西莫夫 

(Issac Asimov 1920-1992) 


