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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

三角 – 任意角的三角函數 

 

摘要 

 
 1. 認識弧度，及其與角度的關係。 

2. 三角學六函數： 

  
y

r
a

x

r
a

y

x
a

x

y
a

r

x
a

r

y
a ====== csc,sec,cot,tan,cos,sin  

 3. 認識六函數在不同象限區域的取值方法。 

 4. 六函數的相互關係： 

  (a) 1tancotseccoscscsin === aaaaaa  

  (b) 
a

a
a

a

a
a

sin

cos
cot,

cos

sin
tan ==  

  (c) aaaaaa 222222 csccot1,sec1tan,1cossin =+=+=+  

 5. 利用三角恆等式進行求值、化簡等運算。 
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拾例 

 
1. 若 

θθ
θθ

cossin2

cos5sin3

+
+=k  及 3tan =θ ，求 k。 (HKMO 1985/86 決賽團體) 

答： k = 
1tan2

5tan3

+
+

θ
θ

 = 
1)3(2

5)3(3

+
+

 = 2 

 

2. 若 °≤≤° 900 θ ，且 
3

5
sincos =− θθ ，求 θθ sincos +  的值。 

 (HKMO 1992/93 初賽團體) 

答： 2)sin(cos θθ −    = 
9

5
 

 θθθθ 22 sinsincos2cos +−   = 
9

5
 

 θθ sincos21−    = 
9

5
 

 θθ sincos     = 
9

2
 

 θθθθ 22 sinsincos2cos ++   = )
9

2
(4

9

5 +  

 θθ sincos +     = 
3

13
 

 

3. 若 xx cos5sin = ，求 xxcossin  的值。 

答： 把 xx cos5sin =  代入 1cossin 22 =+ xx ，得
26

1
cos2 =x 。 

 即
26

1
cos ±=x ，對應

26

5
sin ±=x ， 

 所以 xxcossin  = 
26

5
。 

 

4. 若 4cotcsc =+ xx ，求 xx cotcsc −  的值。 

答： xx 22 cotcsc −   = 1 

 )cot)(csccot(csc xxxx −+  = 1 

 )cot(csc3 xx −   = 1 

 xx cotcsc −    = 
4

1
。 
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5. 已知 °<<° 360270 θ ，求 

1
sin

1

cot2

tan1cos

1

2

2

−
+

+
θ

θ
θθ

 的值。 

答： 原式 = 
θ
θ

θθ cot

cot2

seccos

1 +  = 
θ
θ

θ
θ

cot

cot2

sec

sec +   

= 21−    = -1 

 

6. 化簡 aaaa 2222 csccscsecsec +− 。 

答： 原式 = 
aaaa 2222 sin

1

sincos

1

cos

1 +−  = 
aa

aa
22

22

sincos

cos1sin +−
 

  = 0。 

 

7. 化簡 )cot)(tancos)(secsin(csc θθθθθθ +−− 。 

答： 原式 = )
sin

cos

cos

sin
)(cos

cos

1
)(sin

sin

1
(

θ
θ

θ
θθ

θ
θ

θ
+−−  

  = 
θθ

θθ
θ

θ
θ

θ
cossin

cossin

cos

cos1

sin

sin1 2222 +×−×−
 

  = 
θθθ

θ
θ
θ

cossin

1

cos

sin

sin

cos 22

××  = 1。 

 

8. 若 °+°+°+°= 30000sin3000cos300sin30cosb ，求 b。 

答： b = °+°−°−° 60sin60cos60sin30cos  

  = °−° 60cos30cos  = 
2

1

2

3 −  = 
2

13 −
。 

 

9. 求 °××°×°×°× 89tan...3tan2tan1tan2  的值。 (HKMO 2011/12 決賽團體) 

答： 由於 xx tan)90tan( ×−°  = xx tancot ×  = 1 

 原式 = °××°°× 45tan...)89tan1(tan2  = 2 

 

10. 求 °+°+°+°+° 40cos30cos20cos10cos0cos 22222  

 °+°+°+°+°+ 90cos80cos70cos60cos50cos 22222  的值。 

答： 原式 = °+°+°+°+ 40cos30cos20cos10cos1 2222  

   010sin20sin30sin40sin 2222 +°+°+°+°+  
  = 11111 ++++   = 5。 
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淺問 

 
1. 下表中的 x， °≤≤° 900 x ，完成下表： 

 xsin  xcos  xtan  xcot  xsec  xcsc  

ax =sin  a      

ax =cos   a     

ax =tan    a    

ax =cot     a   

ax =sec      a  

ax =csc       a 

2. 若 
5

1
cossin =+ xx ，且 π≤≤ x0 ，求 xtan 。 (HKMO 1991/92 初賽個人) 

 

3. 若 3tan =A ，求 
AA

AA

sin4cos3

cos2sin

−
+

 的值。 

 

4. 若 π≤≤ x0  及 
2

1
cossin =xx ，求

xx cos1

1

sin1

1

+
+

+
 的值。 

 

5. 如果 x 是滿足 2tansec =− xx  的實數，求 xx tansec +  的值。 

 (AHSME 1999) 

 

6. 若 4.0sincos 66 =+ xx ， 及 xxd 22 sincos52 += 。求 d 的值。 

 (HKMO 1999/2000 決賽團體) 

 

7. 求 
3

csc
4

cot
6

sec
3

cos
4

tan
6

sin
ππππππ +  的值。 

 

8. 化簡下列各式： 

(a) )sectan1)(csccot1( xxxx +−+−  (b) 
xx

xx
44

66

cossin1

cossin1

−−
−−

 

(c) 
x

x

x

x

cos54

sin53

sin53

cos54

+
++

−
−

  (d) x
x

x 2
2

2

cos2
cot1

cot1 +
+
−

 

 

9. 求 °++°+°+° 89sin...3sin2sin1sin 2222  的值。 (HKMO 2009/10 決賽團體) 

 

10. 設 °=+ 90BA ，及 
3

1
sin =A ，求 

BA

BA

cotcot

1cotcot

+
+

 的值。 
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詳答 

 
1. 

 xsin  xcos  xtan  xcot  xsec  xcsc  

ax =sin  a 21 a−  
21 a

a

−
 

a

a 21−
 21

1

a−
 

a

1
 

ax =cos  21 a−  a 

a

a 21−
 21 a

a

−
 

a

1
 

21

1

a−
 

ax =tan  
21 a

a

+
 

21

1

a+
 

a 

a

1
 

21 a+  

a

a 21+
 

ax =cot  
21

1

a+
 

21 a

a

+
 

a

1
 

a 

a

a 21+
 

21 a+  

ax =sec  

a

a 12 −
 a

1
 

21 a−  
21

1

a−
 

a 

12 −a

a
 

ax =csc  

a

1
 

a

a 12 −
 21

1

a−
 

21 a−  
12 −a

a
 

a 

  

 

2. 2)cos(sin xx +   = 
25

1
 

xxxx 22 coscossin2sin ++  = 
25

1
 

 xx cossin21+   = 
25

1
 

 xx cossin    = 
25

12−  

 代 xx sin
5

1
cos −= ，得 

 )sin
5

1
(sin xx −   = 

25

12−  

 12sin5sin25 2 −− xx   = 0 

 
5

3
sin −=x (捨去) 或 

5

4
sin =x  

 則 
5

3
cos −=x ，而 

3

4
tan −=x 。 
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3. 
AA

AA

sin4cos3

cos2sin

−
+

 = 

A

A

A

A
A

A

A

A

cos

sin4

cos

cos3
cos

cos2

cos

sin

−

+
 = 

A

A

tan43

2tan

−
+

  

= 
)3(43

2)3(

−
+

  = 
9

5−  

 

4. 考慮 2)cos(sin xx +  = xxxx 22 coscossin2sin ++  

    = )
2

1
(21+  = 2 

 所以 xx cossin +  = 2± 。 

 但由於 π≤≤ x0 ，故 0sin ≥x ，因而 0cos ≥x ，所以 2cossin =+ xx 。 

 
xx cos1

1

sin1

1

+
+

+
 = 

)sin1)(cos1(

sin1cos1

xx

xx

++
+++

  

= 
xxxx

xx

cossinsincos1

sincos2

+++
++

 

= 

2
2

3
22

+

+
  = 

223

224

+
+

 

= 
22 )22(3

)223)(224(

−
−+

 = 224 −  

 

5. 由於 xx 22 tansec −    = 1 

  )tan)(sectan(sec xxxx +−   = 1 

  xx tansec +     = 
2

1
 

 

6. xx 66 sincos +  = )sinsincos)(cossin(cos 422422 xxxxxx +−+  

    = xxxx 4224 sinsincoscos +−  

    = xxxx 22222 sincos3)sin(cos −+  

    = xx 22 sincos31−  

 即 4.0sincos31 22 =− xx ，故得 2.0sincos 22 =xx 。 

 即 d = )2.0(52 +  = 3。 
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7.  
3

csc
4

cot
6

sec
3

cos
4

tan
6

sin
ππππππ +  

 = 
3

2
1

3

2

2

1
1

2

1 ××+××    = 
3

4

4

1 +   

 = 
12

19
 

 

8. (a) )sectan1)(csccot1( xxxx +−+−  

   = 
x

xx

x

xx

cos

1sincos

sin

1cossin +−×+−
 = 

xx

xx

cossin

)cos(sin1 2−−
 

   = 
xx

xx

cossin

cossin2
    = 2 

 (b)  
xx

xx
44

66

cossin1

cossin1

−−
−−

 = 
)cos(sin1

)cos(sin1
44

66

xx

xx

+−
+−

  

= 
)cos(sin1

)coscossin)(sincos(sin1
44

422422

xx

xxxxxx

+−
+−+−

 

= 
xxxx

xxxx
22222

22222

cossin2)cos(sin1

cossin3)cos(sin1

++−
++−

 

= 
xx

xx
22

22

cossin2

cossin3
 = 

2

3
 

 

 (c)  
x

x

x

x

cos54

sin53

sin53

cos54

+
++

−
−

 

  = 
)cos54)(sin53(

)sin53)(sin53()cos54)(cos54(

xx

xxxx

+−
−+++−

 

  = 
)cos54)(sin53(

sin53cos54 222222

xx

xx

+−
−+−

  

= 
)cos54)(sin53(

)sin(cos25916 22

xx

xx

+−
+−+

 = 
)cos54)(sin53(

25916

xx +−
−+

 

= 0 

  (d)  x
x

x 2
2

2

cos2
cot1

cot1 +
+
−

 

  = x

x

x
x

x

2

2

2

2

2

cos2

sin

cos
1

sin

cos
1

+
+

−
  = x

xx

xx 2
22

22

cos2
cossin

cossin +
−
−

 

  = xxx 222 cos2cossin +−  - xx 22 cossin +  

  = 1 
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9. 由於 )90cos(sin xx −°=  

故原式 = °++°+°+° 45sin...3sin2sin1sin 2222  

   1cos...42cos43cos44cos 2222 ++++°+  

   = 2)
2

1
(144 +×   = 44.5 

 

10. 
BA

BA

cotcot

1cotcot

+
+

  = 
ABBA

BA

sincossincos

coscos1

+
+

 

    = 
AAAA

AA

sin)90cos()90sin(cos

)90cos(cos1

−°+−°
−°+

  

    = 
AA

AA
22 sincos

sincos1

+
+

 = AAsincos1+  

    = AA 2sin1sin1 −+  

    = 2)
3

1
(1

3

1
1 −+  = 

9

22
1+  

 

 

保有思考的權利，因為就算想錯了， 

也總比完全不思考來得好。 

 

古希臘數學家、天文學家 

希帕蒂婭 (Hypatia 約 370-415) 

 


