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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

三角 – 三角法 

 

摘要 

 
 1. 利用三角函數不等式計算三角函數的最值： 

  (a) 1sin ≤x 、 1cos ≤x   

  (b) 若 °≤≤° 90,0 ba ， 

   (i) 
2

tantantan 2 ba
ba

+≤ ，當 °≤+ 90ba 。 

   (ii) 
2

tantantan 2 ba
ba

+≥ ，當 °≥+ 90ba 。 

 2. 利用三角恆等式進行最值計算： 

  (a) )(tan),sin(cossin 122

A

B
aBAaBaA −=±+=± θθ  

  (b) )(tan),cos(sincos 122

A

B
aBAaBaA −=+=± θθm  

 3. 利用三角函數代換進行代數式的最值計算。 
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拾例 

 
1. 考慮函數 xxy sin3cos += 。設 a 為 y 的最大值。求 a 的值。 

答： y = xx sin3cos +  = )sin
2

3
cos

2

1
(2 xx +  

  = )sin60sincos60(cos2 xx °+°  

  = )60cos(2 °−x  

 所以 2=a 。 

 

2. 已知 1,1 ≤≤− yx ，求 22 11),( xyyxyxf −+−=  的最大值與最小值。 

答： 設 byax sin,sin == ， 

 則 ),( yxf  = abba 22 sin1sinsin1sin −+−  

   = abba cossincossin +  = )sin( ba +  

 故最大值為 1，最小值為 -1。 

 

3. 求 242 xxy −+−=  的最大值與最小值。 

答： 令 θcos2=x  其中 22 ≤≤− x ，即 πθ ≤≤0 。 

 則 y = 2)cos2(42cos2 θθ −+−  

   = θθ sin22cos2 +−  

   = 2)
4

sin(22 −+ πθ  

 因為 πθ ≤≤0 ，所以 1)
4

sin(
2

1 ≤+≤− πθ 。 

 故 y 的最大值為 2122 −×   = 222 − 。 

 故 y 的最小值為 2)
2

1
(22 −−×  = -4。 

 

4. 設 1622 ≤+ yx ，及 yx 34 +  的最大值為 a，最小值為 b。求 ab  的值。` 

答： 設 θθ cos4,sin4 == yx ，即求 θθ sin12cos16 +  的最值。 

 最大值 a =  22 1216 +   = 20。 

 最小值 b =  22 1216 +−  = -20。 

 即 ab  = )20)(20( −   = -400。 
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5. 求函數 10cossin2 +− xx  的最大值和最小值。 

答： 原式 = 10coscos1 2 +−− xx   = 11coscos2 +−− xx  

  = 
4

1
11)

4

1
cos(cos2 ++++− xx  

  = 
4

45
)

2

1
(cos 2 ++− x 。 

 由於 1cos1 ≤≤− x ，即 
2

3

2

1
cos

2

1 ≤+≤− x ， 

 故上式的最大值為 20
4

45 −  = 
4

45
。 

 而最小值為  2)
2

3
(

4

45 −  = 
4

36
 = 9。 

 

6. 求函數 10cos4sin2 +− xx  的最大值和最小值。 

答： 原式 = 10cos4cos1 2 +−− xx  = 11cos4cos2 +−− xx  

  = 411)4cos4(cos2 ++++− xx  

  = 15)2(cos 2 ++− x 。 

 由於 1cos1 ≤≤− x ，即 32cos1 ≤+≤ x ， 

 故上式的最大值為  2115−   = 14。 

 而最小值為  2315−   = 6。 

 

7. 求函數 
xx

xx
xf

cossin1

cossin
)(

++
=  的最大值。 

答： 設 )45sin(2cossin °+=+= xxxt  

 2t    = xxxx 22 coscossin2sin ++   

    = xx cossin21+  

 所以 xx cossin  = 
2

12 −t
 

 即 )(xf   = 
t

t

+
×−

1

1

2

12

 

    = 
2

1−t
 

 由於 t 的最大值為 2，所以 )(xf  的最大值為 
2

12 −
。 
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8. 若 
2

π=+ yx ，求 yx sinsin +  的最大值。 

答： 原式 = 
2

cos
2

sin2
yxyx −+
 = 

2
cos

4
sin2

yx −π
 

  = 
2

cos
2

2
2

yx −××  = 
2

cos2
yx −
。 

 故當 
4

π== yx ，原式得最大值為 2。 

 

9. 求 
1sin3

1sin3

+
−=

x

x
y  (其中 

3

1
sin −≠x ) 的值域。 

答： )1sin3( +xy   = 1sin3 −x  

 yxy +sin3   = 1sin3 −x   

 xxy sin3sin3 −  = y−−1  

 xy sin)33( −   = y−−1  

 xsin    = 
)1(2

1

y

y

−
+

 

 即由 1sin ≤x ， 

 得 
)1(3

1

y

y

−
+

 ≤ 1 

  2]
)1(3

1
[

y

y

−
+

 ≤ 1 

  
2

2

)1(9

)1(

y

y

−
+

 ≤ 1 

  221 yy ++  ≤ 29189 yy +−  

  8208 2 +− yy  ≥ 0 

  252 2 +− yy  ≥ 0 

 解得 
2

1≤y  或 2≥y 。 

 

10. 已知 ba,  為銳角且 °=+ 90ba ，求 ba tantan  的最大值。 

答： ba tantan  ≤ 
2

tan2 ba +
 = °45tan2  = 1 

 所以 ba tantan  的最大值 1，當 °== 45ba  時。 
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淺問 

 
1. 求下列各式的最大值和最小值： 

 (a) aa cossin +   (b) aa sin4cos3 −  

(c) aa sincos2 2 −  (d) aa 22 cossin +  

 

2. 若函數 
x

x
y

sin2

sin21

+
+=  的最大值為 a，最小值為 b，求 ba +  的值。 

 

3. 求函數 
xx

xx
y

tansec

tansec
2

2

−
+=  的最大值。 

 

4. xxy 2cossin5 +=  的最小值。 

 

5. 若 a 是 θθ 2cos
2

1
3sin

2

1 2 −  的絕對最大值，求 a 的值。 

 (HKMO 1997/98 決賽個人) 

 

6. 求 
x

xx
y

cos1

sin2sin

−
=  的值域。 

 

7. 試以三角法求下列各式的最大值和最小值： 

 (a) 29 xxy −=   (b) 29 xxy −+=  

 

8. 已知 41 22 ≤+≤ yx ，求 22 yxyxu ++=  的值域。 

 

9. 已知 1,1 ≤≤ yx ，求函數 )1)(1(),( 22 yxxyyxf −−+=  的最小值。 

 

10. 若 
2

π≤x ，求 xxxy cos2sin22sin2 ++=  的最大值。 

 

11. 已知 4)1( 22 =+− yx ，其中 yx,  均為實數。若 22 yx +  的最大值為 b ，

求 b 的值。 (HKMO 2002/03 決賽團體) 

 

12. 若 111 22 =−+− xyyx ，其中 1,0 ≤≤ yx 。求 22 yx +  的值。 

 (HKMO 2009/10 初賽個人) 
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詳答 

 
1. (a) aa cossin +   = )cos

11

1
sin

11

1
(11

2222

22 aa
+

+
+

+  

     = )cos
4

sinsin
4

(cos2 aa
ππ +  

     = )
4

sin(2 a+π
 

  故其最大值為 2，最小值為 2− 。 

(b) aa sin4cos3 −  = )sin
43

4
cos

43

3
(43

2222

22 aa
+

−
+

+  

    = )sinsincos(cos5 axax −  

    = )cos(5 xa − ，其中 
3

4
tan =x 。 

  故其最大值為 5，最小值為 -5。 

(c) aa sincos2 2 −  = aa sin)sin1(2 2 −−  

    = 2sinsin2 2 +−− aa  

    = 
8

1
2)

16

1
sin

2

1
(sin2 2 ++++− aa  

    = 
8

17
)

4

1
(sin2 2 ++− a  

 由於 1sin1 ≤≤− a ，所以 

aa sincos2 2 −  的最大值為 
8

17
)0(2 2 +−  = 

8

17
， 

aa sincos2 2 −  的最小值為 
8

17
)

4

1
1(2 2 ++− = -1。 

 (d) aa 22 cossin +   =  1 
 故其最大值和最小值均為 1。 

 

2. y = 
x

x

sin2

3)sin2(2

+
−+

 = 
xsin2

3
2

+
−  

 故 y 的最大值 1
)1(2

3
2 =

+
−=a ；最小值 1

)1(2

3
2 −=

−+
−=b 。 

 所以 0)1(1 =−+=+ ba 。 
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3. 即 
1tantan

1tantan
2

2

+−
++=

xx

xx
y ，得 1tantantantan 22 ++=+− xxyxyxy  

 即 0)1(tan)1(tan)1( 2 =−+++− yxyxy  

 當 1=y  時，上式化簡為 0tan =x ，成立。 

 取 )1)(1(4)1( 2 yyy −−−+=∆  ≥ 0 

  22 48421 yyyy −+−++  ≥ 0 

  3103 2 +− yy    ≤ 0 

  )3)(13( −− yy   ≤ 0 

 故解得 3
3

1 ≤≤ y ， 所以最大值為 3。 

4. y = xx 2sin21sin5 −+  = 1)sin
2

5
(sin2 2 +−− xx  

  = 
8

25
1̀)

16

25
sin

2

5
(sin2 2 +++−− xx  

  = 
8

33
`)

4

5
(sin2 2 +−− x  

 故 y 的最小值為 
8

33
)

4

5
1(2 2 +−−−  = -6。 

5. 若 13sin2 =θ  及 12cos −=θ ，a 得最大值 1)1(
2

1
)1(

2

1 =−− 。 

 從 13sin2 =θ ，即 13sin ±=θ ， 

  解得 °+°= 901803 nθ ，即 °+°= 3060 nθ ； 

 從 12cos −=θ ，解得 °+°= 1803602 nθ ，即 °+°= 90180 nθ ； 

 其中 n 為任意整數。 

 故得 °= 90n ，同時符合兩式要求，即最大值存在。 

 

6. y = 
x

xxx

cos1

sincossin2

−
 = 

x

xx

cos1

)cos1(cos2 2

−
−

 

  = )cos1(cos2 xx +  = 
2

1
)

4

1
cos(cos2 2 −++ xx  

  = 
2

1
)

2

1
(cos2 2 −+x  

 由此最大值為 4
2

1
)

2

1
1(2 2 =−+ ，而最小值為 

2

1− 。 

 但由於 1cos ≠x ，故 4≠y ，即有 4
2

1 <≤− y 。 
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7. (a) 設 θcos3=x ，由於 33 ≤≤− x ，所以 πθ ≤≤0 。 

  y = 2)cos3(9cos3 θθ −   = θθ sin3cos3 ×  

   = 
2

2sin9 θ
 

  由於 πθ ≤≤0 ，所以 12sin1 ≤≤− θ 。 

  故 y 的最大值為 
2

9− ，最小值為 
2

9
。  

 (b) 設 θcos3=x ，由於 33 ≤≤− x ，所以 πθ ≤≤0 。 

  y = 2)cos3(9cos3 θθ −+  = θθ sin3cos3 +  

   = )
4

sin(
2

23 πθ +  

  由於 πθ ≤≤0 ，所以 1)
4

sin(
2

1 ≤+≤− πθ 。 

  故 y 的最大值為 
2

23
，最小值為 

2

3
)

2

1
(

2

23 −=−× 。  

 

8. 令 θθ cos,sin ayax == ， 

 而 22 yx +   = θθ 2222 cossin aa +  = 2a ， 

 故得 41 2 ≤≤ a 。 

 而 22 yxyxu ++=  = θθθθ 22222 coscossinsin aaa ++  

    = )2sin
2

1
1(2 θ+a  

 故當 θ2sin,a  分取最大值，即 2== yx ， 

 u 得最大值 6)
2

1
1(22 =+ ； 

 另當 θ2sin,a  分取最小值，即 
2

2
,

2

2 −== yx ， 

 u 得最小值 
2

1
)

2

1
1(12 =− 。 

 即得 6
2

1 ≤≤ u 。 

 

9. 令 βα cos,cos == yx ， 

 ),( yxf  = )cos1)(cos1(coscos 22 βαβα −−+  

   = βαβα sinsincoscos +  = )cos( βα −  

 故 ),( yxf  的最小值為 -1。 
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10. y = xxx cos2sin22sin2 ++  = xxxx cos2sin2cossin4 ++  

  = 2)cos(sin2)cos(sin2 2 −+++ xxxx  

  = 
2

5
)

2

1
cos(sin2 2 −−+ xx  

  = 
2

5
]

2

1
)45sin(2[2 2 −−°+x  

 故 y 的最大值 = 
2

5
]

2

1
2[2 2 −−−   = 

2

5
]

4

1
22[2 −++  

    = 222 +  

 

11. 解法一： 

   令 θθ cos2,1sin2 =+= yx ， 

   故 22 yx +  = 2)cos2()1sin2(2 θθ +−   

     = θθ 2cos42sin4 ++  

     = )sin1(42sin4 2 θθ −++   

     = 6sin4sin4 2 ++− θθ   

     = 7)1sin2( 2 +−− θ  

   故最大值 7=b 。 

 解法二： 

   22 yx +  = 2)1(42 −−+ xx  = 1242 2 −+−+ xxx  

     = 342 ++− xx   = 7)2( 2 +−− x  

   故最大值 7=b 。 

 (註： 此問題若求最小值，必須使用三角法，代 1sin −=θ ，得最小值 -2。) 

 

12. 令 ByAx sin,sin == ，原式可化簡為 

 ABBA 22 sin1sinsin1sin −+−  = 1 

ABBA cossincossin +   = 1 

)sin( BA +     = 1 

即 °=+ 90BA  

另一方面， 22 yx +  = BA 22 sinsin +  = )90(sinsin 22 AA −°+  

   = AA 22 cossin +  = 1 

 

 
 


