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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

三角 – 解三角形 

 

摘要 

 
 1. 運用正弦公式： 

  R
C

c

B

b

A

a
2

sinsinsin
=== ，其中 R 為 ABC∆  的外接圓半徑。 

 2. 運用餘弦公式：   

  

.cos2

,cos2

,cos2

222

222

222

Cabbac

Bcaacb

Abccba

−+=
−+=

−+=
 

3. 運用射影定理： 

  

,coscos

,coscos

,coscos

AbBac

CaAcb

BcCba

+=
+=
+=

 

4. 內切圓半徑及外接圓半徑： 

  (a) 三角形面積為 

   BcaAbcCabS sin
2

1
sin

2

1
sin

2

1 === 。 

   ))()(( csbsassS −−−= ，其中 
2

cba
s

++= 。 

 (b) 
R

abc
CBARr

cbar
S

4
)sinsin(sin

2

)( =++=++= ， 

  其中 r 為 ABC∆  的內切圓半徑。 

5. 認識三角形旁切圓，即與三角形一邊及另外兩邊延線相切的圓 

 及其半徑計算： 

  
cs

S

cba

S
r

bs

S

cba

S
r

as

S

cba

S
r CBA −

=
−+

=
−

=
+−

=
−

=
++−

= 2
,

2
,

2
 

 另 
CBA rrrr

1111 ++=  



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 2 

拾例 

 
1. 已知三角形 ABC 中的 A∠  為一直角，

4

1
cossin 22 =− CC ， 40=AB  及 

xBC = ，求 x 的值。 (HKMO 2001/02 初賽團體) 

 CC 22 cossin −  = 1sin2 2 −C  = 
4

1
 

 C2sin    = 
8

5
 

 Csin    = 
22

5
  = 

4

10
 

 
°90sin

BC
  = 

C

AB

sin
 

 x   = 

4
10

40
 = 

10

404
 = 8 

 

2. 已知三角形 ABC 中， °=∠ 30B ， 6=b ， 36=c 。求三角形面積的最大

值。 

答： 
C

c

sin
  = 

B

b

sin
 

 
36

sin C
  = 

6

30sin °
 

 Csin   = 36
6

1

2

1 ××  = 
2

3
 

 C  = °60  或 °120  

 若 °= 60C ，即 °=°−°−°= 903060180A  

 三角形面積 = 
2

366 ×
  = 318 。 

 若 °= 120C ，即 °=°−°−°= 3030120180A  

 三角形面積 = 
2

30sin366 °××
 = 39 。 

 所以三角形面積的最大值為 318 。 
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3. 在 ABC∆ 的三內角 A、B、C 的大小成等差數列 ( )CBA << ，且 

32tantan +=CA ，求 CBA ∠∠∠ ,,  的大小。 

答： 由於 CBA ∠∠∠ ,,  成等差數列，所以 °=∠ 60B 。 

 再由於 CA tantan   = 32 +  

  CA tantan +   = )tantan1)(tan( CACA −+  

     = )321(120tan −−°  

     = )31(3 −−−  = 33+  

 於是 Atan  和 Ctan  便是 0)32()33(2 =+++− xx  的兩根。 

  0)]32()[1()32()33(2 =+−−=+++− xxxx  

 即 1tan =A ， 32tan +=C ，即 °=∠°=∠°=∠ 75,60,45 CBA 。 

 

4. 直角三角形三邊均為正整數，且該直角三角形的周界和面積數值相同，求

 該直角三角形的三邊。 

答： 設直角三角形的直角邊為 a, b ( ba ≥ )，斜邊為 c 。 

  







=+

++=
222

2

1

cba

cbaab
 

 由上式，得 baabc −−=
2

1
，把之代入第二式，得 

  22 ba +  = 2)
2

1
( baab −−  

  22 ba +  = ababbababa 2
4

1 222222 +−−++  

  ababbaba 844 2222 +−−  = 0 

  844 +−− baab   = 0 

  8)4)(4( −−− ba   = 0 

  )4)(4( −− ba    = 8 

 由於 a, b 均為整數，故 )4(),4( −− ba  亦是整數。但 8 的因子僅

 8,4,2.1 ±±±± ，故得： 

  )4,4( −− ba  = )2,4(),1,8(  

 即 ),( ba   = )6,8(),5,12(  

 所以該直角三角形的三邊為 )10,8,6(),13,12,5( 。 
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5. 已知一圓內接等邊三角形的周界為 30，求該圓半徑。 

答： 等邊三角形的邊長為 10，中線長 3575510 22 ==− 。 

 等邊三角形四心重叠，故圓心和形心重叠，即半徑 = 
3

310
35

3

2 =× 。 

 

6. 如右圖，直角三角形的三頂點在一個半徑為 R 

的圓上，且三邊內切於一個半徑為 r 的圓。若

三角形兩直角邊長分別為 16 及 30。求 rR +  

的值。 (COMC 1996) 

答： 外接圓直徑為直角三角形的斜邊 

  = 22 3016 +  = 34 

 故 17=R 。 

 直角三角形面積  = 
2

3016 ×
  

      = 240 

 即 )343016(
2

++r
 = 240 

   r40    = 240 

   r   = 6 

 所以 rR +    = 617 +   = 23。 

 

7. 三角形 ABC 的三邊 cba ,,  均為整數且 120=abc ，求該三角形的內切圓半

 徑。 

答： 我們不妨設 cba ≤≤ ，於是 5≥c 。 

 又 
c

abbac
120

11 +=+≤+< ，故 
c

c
120≤ ，得 11≤c  

 從 120 的因子中，得知 c 只可取 6, 8 或 10。 

 若取 10=c ， 12=ab ，即 )4,3(),6,2(),( =ba ，不能成為三角形，故無解。 

 若取 8=c ， 15=ab ，即 5,3 == ba ，不能成為三角形，亦無解。 

 若取 6=c ， 20=ab ，即 5,4 == ba ，
2

15
)654(

2

1 =++=p ， 

 內切圓半徑 = 

2
15

)6
2

15
)(5

2

15
)(4

2

15
( −−−

  

   = 
15

2

2

3

2

5

2

7 ×××  = 
2

7
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8. 設三角形的三條高分別長 8, 10, 12，求該三角形內接圓半徑。 

答： 設三角形三邊長為 cba ,, ，面積為 S。 

 則 
612

2
,

510

2
,

48

2 SS
c

SS
b

SS
a ====== ， 

 內接圓半徑 = 
cba

S

++
2

 = 

)
6

1

5

1

4

1
(

2

++S

S
  

   = 

6

1

5

1

4

1
2

++
 = 

60
37

2
 = 

37

120
。 

9. 某平行四邊形的兩條對角線成 °60 ，且其中兩邊的邊長為 6 和 8。求該平

行四邊形的面積。 (HKPSC 2008) 

答： 設兩對角線的長度分別為 ba 2,2 。 

 得 °−+= 60cos26 222 abba  

  °−+= 120cos28 222 abba  

 即 °++= 60cos28 222 abba  

 兩式相減， 

   °× 60cos4ab  = 28 

   ab   = 14 

 平行四邊形的面積 = °×+°× 120sin
2

1
260sin

2

1
2 abab  

     = ab3   = 314  

 

10. 若 ABC∆  中，三邊長 8,6,4 === cba ， 

(a) 求連接 A 點至對邊的垂線的長度。 

(b) 求連接 B 點至對邊的中線長度。 

 (c) 求連接 C 點至對邊的角平分線長度。 

答： (a) 令 9
2

864 =++=s ， 

ABC∆  的面積 = )89)(69)(49(9 −−−   

= 27   = 33  

  連結 A 點至對邊的垂線的長度 

     = 
4

233 ×
 = 

2

33
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10(續)(b) 連結 B 點至 AC 的中點 D點，使 BD 長 x。 

根據余弦定理  2a  = BDCx
b

x
b ∠−+ cos)

2
(2)

2
( 22  

    = )cos44(
4

1 22 BDCbxxb ∠−+  

另   2c  = ADCx
b

x
b ∠−+ cos)

2
(2)

2
( 22  

    = )cos44(
4

1 22 BDCbxxb ∠++  

兩式相加 22 ca +  = )4(
2

1 22 xb +  

求連接 B 點至對邊的中線長度 

    = 222 22
2

1
bca −+  

    = 222 6)84(2
2

1 −+   

    = 124
2

1
 = 31 。 

  

  

 (c) 作 C 點的角平分線，使之至 AB 相交於 E點，使 AE 長 x。 

  根據角平分線定理 
BE

CB
 = 

AE

CA
 

     
x−8

4
 = 

x

6
 

     x = 
5

24
 

  所以 
5

21
,

5

24 == BEAE  

  在 ABC∆  中運用余弦定理  
8

7

2
cos

222

=−+=
bc

acb
A  

  在 ACE∆  中運用余弦定理  AACAEACAECE cos2222 ⋅−+=  

  所以 CE  = )
8

7
)(6)(

5

24
(26)

5

24
( 22 −+  = 

25

216
 

    = 6
5

6
。 
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淺問 

 
1. 在 ABC∆ 中，三條垂線 4=Ah 、 5=Bh 、 6=Ch 。求 Acos 的值。 

 

2. 某三角形內角正弦的比為 3:4:5。若 A 為該三角形的最小內角，且 

5
cos

x
A = ，求 x 的值。(HKMO 1989/90 初賽個人) 

 

3. 右圖中， °=∠ 90B ，BC = 3，且 ABC∆  

的內切圓半徑長 1 單位，求 AC 的長。 

 (HKMO 1988/89 初賽團體) 

 

4. 求下列圓內接三角形 ABC∆  的面積、內

切圓半徑、外接圓半徑： 

 (a) 13,12,5 === cba   

 (b) 10=== cba   

 

5. 某三角形內接於一個半徑為 32 的圓形

 內，它各邊長度之比為 3:5:7。求這個三角形的面積。 (HKPSC 2003) 

 

6. 在 ABC∆ 中，AB = 15，BC = 14，CA = 13。X 和 Y 分別為 A 到 BC 及 C 

到 AB 的垂足。求 XY 的長度。 (培正 2003 高級團體) 

  

7. 在 ABC∆ 中，若 3:2:1:: =∠∠∠ CBA ，求 cba :: 。 

 

8. 在 ABC∆ 中，若 bcacbcba 3))(( =−+++ ，求 Asin  的值。 

 

9. 在 ABC∆  中， 1
2

tan =A
，

2

1

2
tan =B

，若該三角形的外接圓半徑為 1 ，求

三個旁切圓半徑。 

 

10. 若 ABC∆  中，三邊長 9,8,7 === cba ， 

(a) 求連接 A 點至對邊的垂線的長度。 

(b) 求連接 B 點至對邊的中線長度。 

 (c) 求連接 C 點至對邊的角平分線長度。 

 

11. 若 ABC∆  中，三邊長 11,10,9 === cba ，求以三個旁切圓圓心 

CBA OOO ,,  為頂點組成的 CBA OOO∆  的面積。 
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詳答 

 
1 設 ∆  為三角形面積。 

 cba ::  = 
CBA hhh

∆∆∆ 2
:

2
:

2
  = 

CBA hhh

1
:

1
:

1
  

= 
6

1
:

5

1
:

4

1
  = 10:12:15  

 故令 ka 15= 、 kb 12= 、 kc 10= 。 

  Acos  = 
)15)(12(2

)10()15()12( 222

kk

kkk −+
 = 

360

269
 

 

2. 因該三角形三角的正弦比等於三邊之比，故設三邊為 3k、4k、5k。 

 Acos   = 
)5)(4(2

)3()5()4( 222

kk

kkk −+
  

= 
2

2

40

32

k

k
 = 

5

4
 

 故 4=x 。 

 

3. 令點 A 至圓的切線距離為 x， 1+= xAB ， 2)13( +=−+= xxAC ， 

 由畢氏定理： 

 2AC   = 22 BCAB +  

 2)2( +x  = 22 3)1( ++x  

 442 ++ xx  = 1022 ++ xx  

 x  = 3 

 AC  = 3 + 2  = 5 
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4. (a) 15
2

13125 =++=s ， 

面積 = )515)(1215)(1315(15 −−−  = 900   

 = 30 

  內切圓半徑 = 
)13125(

302

++
×

 = 2 

  外接圓半徑 = 
304

13125

×
××

 = 
2

13
 

  

 (b) 15
2

101010 =++=s ， 

面積 = )1015)(1015)(1015(15 −−− = 1875  

 = 325  

內切圓半徑 = 
)101010(

3252

++
×

 = 
3

35
 

  外接圓半徑 = 
3254

101010

×
××

 = 
3

310
 

 

5. 設該三角形 ABC，再令 kckbka 7,5,3 === 。 

 Ccos    = 
)5)(3(2

)7()5()3( 222

kk

kkk −+
 = 

30

15−  

    = 
2

1−  

 所以 C  = °120  

 
°120sin

7k
  = )32(2  

 k   = 
7

120sin)32(2 °×
  = 

7
2

3
)32(2 ×

 

    = 
7

6
 

 所以三角形的面積 = °120sin)5)(3(
2

1
kk    

    = 
2

3
)

7

6
(53

2

1 2 ××××   = 3
49

135
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6. 由餘弦定理可知  
213 = Bcos141521415 22 ×××−+  

 而 BBX cos15=  及 BBY cos14= 。 

 故在 BXY∆  中 

2XY  =
BBB

BB

coscos14cos152

cos14cos15 2222

×××−
+

 

   

= )cos141521415(cos 222 BB ×××−+  

  = B22 cos13  

 所以 XY = Bcos13  = 
15142

131514
13

222

××
−+×  = 

5

39
。 

 

7. 因為在 ABC∆ 中， °=∠+∠+∠ 180CBA  ，所以 °=∠ 30A 、 °=∠ 60B 、

°=∠ 90C 。而 cba ::  = °°° 90sin:60sin:30sin  

     = 1:
2

3
:

2

1
 = 2:3:1  

 

8. ))(( acbcba −+++  = bc3  

 22)( acb −+   = bc3  

 2a    = bccb −+ 22  
 另一方面： 2a  = Abccb cos222 −+  

 即 
2

1
cos =A ，所以 

2

3
)

2

1
(1sin 2 =−=A 。 

 

B

A

CX

Y



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 11 

 

9. 
2

tan
C
 = )

22
90tan(

BA −−°  = 

)
22

tan(

1
BA +

 

   = 
BA

BA

tantan

tantan1

+
−

 = 

2

1
1

2

1
11

+

×−
 =

3

1
 

   1
2

tan =A
，即 °=∠ 90A ，所以 1sin =A ， 

   
3

4

)
2

1
(1

)
2

1
(2

2
tan1

2
tan2

tan
22

=
−

=
−

=
B

B

B ，
5

4

34

4
sin

22
=

+
=B  

   
4

3

)
3

1
(1

)
3

1
(2

2
tan1

2
tan2

tan
22

=
−

=
−

=
C

C

C ，
5

3

34

3
sin

22
=

+
=C  

   2)1)(1(2sin2 === ARa  

   
5

8
)

5

4
)(1(2sin2 === BRb  

   
5

6
)

5

3
)(1(2sin2 === CRc  

   由於 °=∠ 90A ，所以三角形面積 
25

24
)

5

8
)(

5

6
(

2

1 ==S  

 所以旁切圓半徑分別為：  

5

12

5

6

5

8
2

25

24
2

2 =
++−

×
=

++−
=

cba

S
rA ， 

5

6

5

6

5

8
2

25

24
2

2 =
+−

×
=

+−
=

cba

S
rB ，

5

4

5

6

5

8
2

25

24
2

2 =
−+

×
=

−+
=

cba

S
rC  
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10. (a) 令 12
2

987 =++=s ， 

ABC∆  的面積 = )712)(812)(912(12 −−−   

= 720   = 512  

  連結 A 點至對邊的垂線的長度 

     = 
7

2512 ×
 = 5

7

24
 

(b) 連結 B 點至 AC 的中點 D點，使 BD 長 x。 

根據余弦定理  2a  = BDCx
b

x
b ∠−+ cos)

2
(2)

2
( 22  

    = )cos44(
4

1 22 BDCbxxb ∠−+  

另   2c  = ADCx
b

x
b ∠−+ cos)

2
(2)

2
( 22  

    = )cos44(
4

1 22 BDCbxxb ∠++  

兩式相加 22 ca +  = )4(
2

1 22 xb +  

求連接 B 點至對邊的中線長度 

    = 222 22
2

1
bca −+  

    = 222 8)97(2
2

1 −+  = 7。 

 (c) 作 C 點的角平分線，使之至 AB 相交於 E點，使 AE 長 x。 

  根據角平分線定理 
BE

CB
 = 

AE

CA
 

     
x−9

7
 = 

x

8
 

     x = 
5

24
 

  所以 
5

21
,

5

24 == BEAE  

  在 ABC∆  中運用余弦定理  
3

2

2
cos

222

=−+=
bc

acb
A  

  在 ACE∆  中運用余弦定理  AACAEACAECE cos2222 ⋅−+=  

  所以 CE  = )
3

2
)(8)(

5

24
(28)

5

24
( 22 −+  = 

25

896
 

    = 14
5

8
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11. 令 15
2

11109 =++=s  

 所以 ABC∆  的面積 =S  )915)(1015)(1115(15 −−−   

= 1800   = 230  

 BCOA∆ 的面積 = 
2

Aar
   = 

)(2 as

aS

−
 

    = 
)915(2

2309

−×
×

  = 2
2

45
 

 CAOB∆ 的面積 = 
2

Bbr
   = 

)(2 bs

bS

−
 

    = 
)1015(2

23010

−×
×

  = 230  

ABOC∆ 的面積 = 
2

Ccr
   = 

)(2 cs

cS

−
 

    = 
)1115(2

23011

−×
×

  = 2
4

165
 

 所以 CBA OOO∆ 的面積 = 2
4

165
2302

2

45
230 +++  

     = 2
4

495
 

 

數學是惟一讓人不知所云、 

真假難辨的科學。 

 

英國哲學家、數學家、邏輯學家 

羅素  

(Bertrand Russell 1872-1970) 


