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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

三角 – 反三角函數解三角方程 

 

摘要 

 
 1. 反三角函數的值域： 

   
2

arctan,arcsin
2

ππ ≤≤− xx ， π≤≤ xx arctan,arccos0  

 2. 反三角函數和三角函數的關係： 

 3. 反三角函數恆等式： 

   
2

arccosarcsin
π=+ xx ，

2
cotarctan

π=+ xarcx  

 4. 解含有反三角函數的算式。 

 5. 解三角方程。 

 6. 三角方程的通解和化簡通解式： 

  (a) ax =sin akakx kk 11 sin)1(sin)1(180 −− −+=−+°= π  

  (b) ax =cos ， akakx 11 cos2cos360 −− ±=±°= π  

  (c) ax =tan ， akakx 11 tantan180 −− +=+°= π  

   其中 ,...2,1,0 ±±=k   

 7. 使用萬用變換解三角方程： 

  
21

2
sin

t

t
x

+
= ， 

2

2

1

1
cos

t

t
x

+
−= ， 

21

2
tan

t

t
x

−
=  

  其中 
2

tan
x

t = 。 
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拾例 

 
1. 求 )2000arcsin(sin °  的值。 (高數聯 2000) 

答： )20sin(200sin)53602000sin(2000sin °−=°=×°−°=° ， 

 所以 )2000arcsin(sin °  = °− 20 。 

 

2. 求 
3
4

arctan
7
1

cot +arc  的值。 

答： )
3

4
arctan7tan(arctan +  = 

3

4
71

3

4
7

×−

+
 = 

3
25

3
25

−
   

     = -1。 

 所以上式的值為 
4

ππ −  = 
4

3π
。 

 

3. 求正整數 n 使 
4

1
arctan

2

1
arctan

π=+
n

。  

答： )
1

arctan
2

1
tan(arctan

n
+  = 1 

 

n

n
1

2

1
1

1

2

1

×−

+
   = 1 

 
n

1

2

1 +     = 
n2

1
1−  

 
n

n

2

2+
    = 

n

n

2

12 −
 

 2+n     = 12 −n  

 n    = 3。 

 

4. 設 )12sin()20sin( °−=°+ θθ  且 °≤≤° 900 θ ，求 θ  的值。 

答： 顯然 °−=°+ 1220 θθ  不可能。 

 所以 °−+°+ 1220 θθ  = °180  

  θ2    = °172  

  θ    = °86  
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5. 已知 03sin2sin6sin4 23 =−−+ xxx  及 π20 ≤≤ x ，求 x 的值。 

答： )3sin2)(1sin2( 2 +− xx  = 0 

 x2sin  = 
2

1
 或 xsin  = 

2

3−  (捨去) 

 xsin  = 
2

2±  

 即 x = 
4

7
,

4

5
,

4

3
,

4

ππππ
。 

 

6. 若 °≤≤° 3600 x  且滿足三角方程 13cot3tan −=− xx ，求 x 的所有可

 能值之和。 

答： )13(
tan

3
tan −−−

x
x  = 0 

 3tan)13(tan 2 −−− xx  = 0 

 )1)(tan3(tan +− xx   = 0 

 3tan =x  或 1tan −=x  

 °°= 240,60x  或 °°= 315,135x  

 所以 °°°°= 315,240,135,60x  

 故 x 的所有可能值之和為 °+°+°+° 31524013560  = °750 。 

 

7. 共有 N 個 α  值可滿足 0coscos3 =− αα ，其中 °≤≤° 3600 α 。求 N。 

 (HKMO 1986/87 決賽團體) 

答： 0)1(coscos 2 =−αα ，故解得 1,0,1cos −=α 。 

 對於 1cos −=α ， °= 180θ ； 

 對於 0cos =α ， °°= 270,90θ ； 

 對於 1cos =α ， °°= 360,0θ 。 

 所以 °°°°°= 360,270,180,90,0θ ，即 5=N 。 

 

8. 求最大的三位數 n，使得 °=° ncot1997tan 。 

答： °1997tan  = °197tan  = °17sin  = °73cot  

 在 °0  至 °360  間， 

°73cot  = °253cos  

是故我們有 253、433、613、793、973、… 

所以最大的三位數 973=n 。 
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9. 解三角方程 xxx 3sin2sinsin 222 =+ 。 

答： x
x

2sin
2

2cos1 2+−
  = 

2

6cos1 x−
 

 
2

6cos2cos
2sin 2 xx

x
−−  = 0 

 xxx 4sin2sin2sin 2 −   = 0 

 )4sin2(sin2sin xxx −  = 0 

 xxx 3cossin2sin2−    = 0 

 0sin =x  或 02sin =x  或 03cos =x  

由 0sin =x ，得 πkx = ； 

由 02sin =x ，得 πkx =2  或  
2

πk
x = ； 

由 03cos =x ，得 π
2

12
3

+= k
x  或 π

6

12 += k
x 。 

另
2

πk
x =  可包含在 πkx =  和 π

6

12 += k
x 內， 

 故總結得  πkx =  或  π
6

12 += k
x ，其中 ,...2,1,0 ±±=k 。 

 

10. 若 4sin5cos4 =+ xx ，求 xtan  的最小值。 

答： 設 
2

tan
x

t = ，則 

 原式化為 
22

2

1

)2(5

1

)1(4

t

t

t

t

+
+

+
−

 = 4 

   tt 1044 2 +−   = 244 t+  

   tt 108 2 −   = 0 

   )54( −tt   = 0 

   0=t  或 
4

5=t  

 而  xtan  = 
2)0(1

)0(2

−
 = 0 

 或 xtan  = 
2)

4

5
(1

)
4

5
(2

−
 = 

5

8− 。 

 故 xtan  的最小值為 
5

8− 。 
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淺問 

 
1. 求下列各式的值： 

(a) )
3

arcsin(sin
π

    (b) )
5

6
arccos(cos

π
 

 

2. 試以 x 表示下列各式： 
(a) )cos(arcsin x     (b) )cos(arctan x  

 (c) )sin(arctan x     (d) )sin(arccos x  

(e) )tan(arccos x     (f) )tan(arcsin x  

 

3. 求下列各式的值： 

 (a) 
3
2

arctan2
13
5

arcsin +     

(b) 
65
16

arcsin
13
5

arctan
5
4

arcsin ++  

(c) 3arctan2arcsin +  

 

4. 求下式的和： 

 
)1(

11)1(
arcsin...

12

815
arcsin

6

38
arcsin

2

3
arcsin

22

+
−−−+

++−+−+
nn

nn
 

 

5. 已知 
2

)sinarcsin(sin)sinarcsin(sin
π=−++ baba ，求 ba 22 sinsin +  的值。 

 

6. 解下列三角方程： 

 (a) 1sin =x     (b) 12tan =x  

 (c) 
4

3
cos2 =x     (d) 33cot 2 =x  

(e) xxxx 4sin
4
1

3sin2sinsin =  

(f) 
3

5
csc

5
3

sec1
3

5
cot

5
3

tan
xxxx −=  

(g) 
4
1

sincoscossin 33 =− xxxx  

(h) xxxx 4sin3sin2sinsin 2222 +=+  

 

7. 若 5cos4sin3 =+ xx ，求 xtan  的值。  
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詳答 

 
1. (a) )

3
arcsin(sin

π
  = 

3

π
。因 

3

π
在 xarcsin 的值域內。  

 (b) )
5

6
arccos(cos

π
 = )]

5

6
2(arccos[cos

ππ −  

     = ]
5

4
arccos[cos

π
 = 

5

4π
 

  因 
5

6π
不在 xarccos 的值域內。 

 

2. (a) 21)cos(arcsin xx −=   (b) 
21

1
)cos(arctan

x
x

+
=  

 (c) 
21

)sin(arctan
x

x
x

+
=   (d) 21)sin(arccos xx −=  

(e) 
x

x
x

21
)tan(arccos

−=   (f) 
21

)tan(arcsin
x

x
x

−
=  

 

3. (a) 原式 = 
222

)
3

2
(1

3

2
2

arctan
513

5
arctan

−

×
+

−
  

= 
5

12
arctan

12
5

arctan +     = 
2
π

 

 (b)  原式 = 
65
16

arcsin])
5
4

(1
13
5

)
13
5

(1
5
4

[arcsin 22 +−+−  

   = 
65
16

arcsin)
5
3

13
5

13
12

5
4

arcsin( +×+×  

   = 
65
16

arcsin
65
63

arcsin +  

   = ])
65
63

(1
65
16

)
65
16

(1
65
63

[arcsin 22 −+−  

   = ]
65
16

65
16

65
63

65
63

[arcsin ×+×   

= 1arcsin      = 
2
π
 

(c) 原式 = 
321

32
arctan

×−
+

 = )1arctan(−  = 
4
π−  
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4. 證明
1

1
arcsin

1
arcsin

)1(

11)1(
arcsin

22

+
−=

+
−−−+

kkkk

kk
﹐ 

 左方的正弦值為 

  ]
)1(

11)1(
sin[arcsin

22

+
−−−+

kk

kk
 = 

)1(

11)1( 22

+
−−−+

kk

kk
 

 右方的正弦值為 

  )
1

1
arcsin

1
sin(arcsin

+
−

kk
   

= )
1

1
sin(arcsin)

1
cos(arcsin)

1
1

cos(arcsin)
1

sin(arcsin
+

−
+ kkkk

 

= 22 )
1

(1
1

1
)

1

1
(1

1

kkkk
−

+
−

+
−×  = 

)1(

1

)1(

1)1( 22

+
−−

+
−+

kk

k

kk

k
 

= 
)1(

11)1( 22

+
−−−+

kk

kk
 

所以上式得證。故原式為 

)
1

1
arcsin

1
(arcsin...)

3

1
arcsin

2

1
(arcsin)

2

1
arcsin

1

1
(arcsin

+
−++−+−

nn
 

= 
1

1
arcsin

1

1
arcsin

+
−

n
   = 

1

1
arcsin

2 +
−

n

π
 

= 
1

1
arccos

+n
 

  

5. )sinarcsin(sin ba +   = )sinarcsin(sin
2

ba −−π
 

 ba sinsin +    = )]sin(sincos[arcsin ba −  

 ba sinsin +    = 2)sin(sin1 ba −−  

 1)sin(sin)sin(sin 22 =−++ baba  

 即
2

1
sinsin 22 =+a  
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6. (a) 1sin =x ，即 π
2

)14( += k
x ，或 π

2

)14( +±= k
x ，其中 ,...2,1,0=k  

 (b) 12tan =x ，即
4

2
ππ += kx ，或 π

8
)14( += k

x ，其中 ,...2,1,0 ±±=k  

 (c) 
4
3

cos2 =x ，即
2

3
cos =x ，或

6
2

ππ ±= kx ，其中 ,...2,1,0 ±±=k  

 (d) 33cot 2 =x ，即
3

1
3tan =x ，或

6
3

ππ += kx ， 

即
18

)16( π+= k
x ，其中 ,...2,1,0 ±±=k  

(e) xxx 3sin2sinsin   = xx 2cos2sin
2
1

 

  02sin =x  或 xx 3sinsin    = x2cos
2
1

 

     xxx 2cos3sinsin2 −   = 0 

     xxx 2cos4cos2cos −−  = 0 

     04cos =x  

  由 02sin =x ，解得 πkx =2 ，即
2
πk

x = ； 

  由 04cos =x ，解得 
2

)12(
4

π+= k
x ，即

8
)12( π+= k

x 。 

  其中 ,...2,1,0 ±±=k  

 

(f) 

3
5

sin
5

3
cos

3
5

cos
5

3
sin

xx

xx

    = 

3

5
sin

5

3
cos

1
1

xx
−  

  
3

5
cos

5

3
sin

xx
    = 1

3

5
sin

5

3
cos −xx

 

  
3

5
sin

5

3
cos

3

5
cos

5

3
sin

xxxx −   = -1 

  )
3

5

5

3
sin(

xx −     = -1 

  
15

16
sin

x−     = -1 

  
15

16
sin

x
    = 1 

  
2

)14(

15

16 π+= kx
， π)14(

32

15 += kx ，其中 ,...2,1,0 ±±=k  
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6. (g) )cos(sincossin 22 xxxx −  = 
4

1
 

  xx 2cos2sin
2

1−   = 
4

1
 

  x4sin
4

1−    = 
4

1
 

  x4sin     = -1 

  π
2

14
4

−= k
x ， π

8
14 −= k

x ，其中 ,...2,1,0 ±±=k  

 (h) 
2

4cos1
2

2cos1 xx −+−
 = 

2
8cos1

2
6cos1 xx −+−

 

  xx 4cos2cos +   = xx 8cos6cos +  
  xx cos3cos2    = xx cos7cos2  
  )3cos7(coscos xxx −   = 0 
  xxx 5sin2sincos2   = 0 
  xxx 5sin2sincos   = 0 
  即 0cos =x  或 02sin =x  或 05sin =x  

  由 0cos =x ，得 π
2

12 += k
x ； 

  由 02sin =x ，得
2

,2
ππ k

xkx == ； 

  由 02sin =x ，得
5

,5
ππ k

xkx == 。  

  總結得 π
2

12 += k
x  或 

5

πk
x = 。 

 

7. 設 
2

tan
x

t = ，則 

 原式化為 
2

2

2 1

)1(4

1

)2(3

t

t

t

t

+
−+

+
 = 5 

   2446 tt −+   = 255 t+  

   169 2 +− tt   = 0 

   2)13( −t   = 0 

   
3

1=t  (重根) 

 而  xtan  = 
2)

3

1
(1

)
3

1
(2

−
 = 

4

3
。 

 


