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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數列 – 分數數列 

 

摘要 

 
 1. 運用分式恆等式對分式數列進行計算及化簡： 

  (a) 
annann

a

+
−=

+
11

)(
，      

  (b) 
)2)((

1

)(

1

)2)((

2

ananannanann ++
−

+
=

++
 

 2. 運用常見的分數數列的總和或總積公式： 

  (a) 
)1(

1
...

43

1

32

1

21

1

+×
++

×
+

×
+

× nn
  = 

1+n

n
 

  (b) 
)12()12(

2
...

75

2

53

2

31

2

+×−
++

×
+

×
+

× nn
 = 

12

2

+n

n
 

 3. 運用多項式分解計算分數數列的總和或總積。 

 4. 介紹常用的數列求和方法，如裂項法、合項法。 

 5. 解與分數數列相關的方程問題。 
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拾例 

 
1. 設 

2

3

331
)(

xx

x
xf

+−
= ，求 )

9

9
(...)

9

2
()

9

1
()

9

0
( ffff ++++ 。 

答： )1()( xfxf −+  = 
2

3

2

3

)1(3)1(31

)1(

331 xx

x

xx

x

−+−−
−+

+−
 

    = 
33

3

33

3

)1(

)1(

)1( xx

x

xx

x

+−
−+

−+
  = 1 

 所以原式  = ...)]
9

2
()

9

1
([)]

9

9
()

9

0
([ ++++ ffff  

    = 
2

10
  = 5 

 

2. 若 
39

9
)(

+
=

x

x

xf ，求 )
2000

1999
(...)

2000

3
()

2000

2
()

2000

1
( ffff ++++ 的 值。  

答： )
2000

1()
2000

(
a

f
a

f −+   = 

39

9

39

9

2000
1

2000
1

2000

2000

+
+

+
−

−

a

a

a

a

  

      = 

399

99

39

9

2000

2000

2000

2000

+×

×+
+

−

−

a

a

a

a

 

      = 
20002000

2000

939

9

39

9
aa

a

×+
+

+
 

      = 
20002000

2000

93

3

39

9
aa

a

+
+

+
   

      = 1 

 所以原式  

 = )
2000

1000
(])

2000

1001
()

2000

999
([...)]

2000

1999
()

2000

1
([ fffff +++++  

 = )
2

1
(1999 f+×   = 

33

3
999

+
+  = 999.5 
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3. 2003 減去它的 
2

1
，再減去剩餘的 

3

1
，再減去剩餘的 

4

1
，…，依次類推，

一直減去剩下的 
2003

1
，求最後剩下的數。 

 (中國重慶市初中數學競賽 2003) 

答： 最後剩下的數  = )
2003

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(2003 −−−−  

     = 
2003

2002
...

4

3

3

2

2

1
2003 ×××××  

     = 1。 

 

4. 若 )
10

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(

2222
−−−−=S ，求 S。 

 (AHSME 1986) (HKMO 1985/86 決賽團體) 

答： S = 
2

2

2

2

2

2

2

2

10

110
...

4

14

3

13

2

12 −××−×−×−
 

   = 
2222 10

)110)(110(
...

4

)14)(14(

3

)13)(13(

2

)12)(12( +−××+−×+−×+−
 

   = 
10

11

10

9
...

4

5

4

3

3

4

3

2

2

3

2

1 ××××××××  

   = 
10

11

2

1 ×   = 
20

11
。 

 

5. 計算 )
128

1
1)...(

8

1
1)(

4

1
1)(

2

1
1( ++++ 。 

答： 原式 = )
128

1
1)...(

8

1
1)(

4

1
1)(

2

1
1)(

2

1
1(2 ++++−  

   = )
128

1
1)...(

8

1
1)(

4

1
1)(

4

1
1(2 +++−  

   = ... 

   = )
128

1
1)(

128

1
1(2 +−   = )

256

1
1(2 −  

   = 
256

255
2×    = 

128

255
。 

 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

4 

 

6. 求 d。若 )
1995

1
...

3

1

2

1
)(

1994

1
...

4

1

3

1

2

1
1( ++++++++=d  

 )
1994

1
...

3

1

2

1
)(

1995

1
...

4

1

3

1

2

1
1( ++++++++− 。 

 (HKMO 1994/95 決賽團體) 

答： *設 
1994

1
...

4

1

3

1

2

1
1 +++++=A 、

1995

1
...

3

1

2

1 +++=B ， 

 故原式可化簡為 

 )1)(1( −+− ABAB  = 1++−− BAABAB   

     = 1+− AB  = 
1995

1
 

 

7. 求 
10099

1
...

54

1

43

1

32

1

×
++

×
+

×
+

×
 的值。 

答： 原式 = )
100

1

99

1
(...)

5

1

4

1
()

4

1

3

1
()

3

1

2

1
( −++−+−+−  

  = 
100

1

2

1 −  = 
100

49
。 

 

8. 若 
Q

P=
⋅⋅

++
⋅⋅

+
⋅⋅

+
⋅⋅ 363534

100
...

654

10

543

7

432

4
 且 1),( =QP ，求 QP + 的

 值。 

答： 原式 = ∑
= +++

+33

1 )3)(2)(1(

13

n nnn

n
 = ∑

= +++
−+33

1 )3)(2)(1(

2)1(3

n nnn

n
 

  = ∑∑
== +++

−
++

33

1

33

1 )3)(2)(1(

2

)3)(2(

3

nn nnnnn
 

  = ∑∑
==










++
−

++
−








+
−

+

33

1

33

1 )3)(2(

1

)2)(1(

1

3

1

2

1
3

nn nnnnnn
 

  = 






 ⋅−
⋅

−






 −
36

1

35

1

32

1

36

1

3

1
3  

  = 
1260

209

12

11 −  = 
1260

946
 = 

630

473
。 

 故 630,473 == QP ，即 1103630473 =+=+ QP 。 
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9. 計算 
)210098)...(296)(274)(252(

)29997)...(285)(263)(241(

+×+×+×+×
+×+×+×+×

 的值。 

答： 因 2)3( ++nn  = 232 ++ nn  = )2)(1( ++ nn ， 

 所以 
)210098)...(296)(274)(252(

)29997)...(285)(263)(241(

+×+×+×+×
+×+×+×+×

 

 = 
)298)(198)...(26)(16)(24)(14)(22)(12(

)297)(197)...(25)(15)(23)(13)(21)(11(

++++++++
++++++++

 

 = 
100...543

99...432

××××
××××

 = 
100

2
  = 

50

1
。 

 

 

1O. 計算 

)
4

1
9)(

4

1
7)(

4

1
5)(

4

1
3)(

4

1
1(

)
4

1
10)(

4

1
8)(

4

1
6)(

4

1
4)(

4

1
2(

44444

44444

+++++

+++++
的值。 

答： 因為 
4

14 +x   = 224

4

1
xxx −++  = 222 )

2

1
( xx −+  

    = )
2

1
)(

2

1
( 22 +−++ xxxx 。 

  故原式  

 = 

)
2

1
55)(

2

1
33)(

2

1
33)(

2

1
11)(

2

1
11(

)
2

1
66)(

2

1
44)(

2

1
44)(

2

1
22)(

2

1
22(

22222

22222

+−+++−+++−

+−+++−+++−
 

  

)
2

1
99)(

2

1
99)(

2

1
77)(

2

1
77)(

2

1
55(

)
2

1
1010)(

2

1
1010)(

2

1
88)(

2

1
88)(

2

1
66(

22222

22222

+++−+++−++

+++−+++−++
×  

 = 

)
2

1
20)(

2

1
12)(

2

1
6)(

2

1
2)(

2

1
0(

)
2

1
30)(

2

1
20)(

2

1
12)(

2

1
6)(

2

1
2(

+++++

+++++
 

  

)
2

1
90)(

2

1
72)(

2

1
56)(

2

1
42)(

2

1
30(

)
2

1
110)(

2

1
90)(

2

1
72)(

2

1
56)(

2

1
42(

+++++

+++++
×  

 = 

2

1
0

2

1
110

+

+
 = 221。  
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淺問 

 
1. 觀察數列的規律： ,...

5

4
,

5

3
,

5

2
,

5

1
,

4

3
,

4

2
,

4

1
,

3

2
,

3

1
,

2

1
 求該數列第 100 項。 

 (中國重慶市初中數學競賽 2003) 

 

2. 若 
525

25
)(

+
=

x

x

xf  及 )
25

24
(...)

25

3
()

25

2
()

25

1
( ffffQ ++++= ，求 Q 的 

 值。 (HKMO 2011/12 決賽個人)  
 
3. 求下列數列的總和： 

 (a) 
1000999

1
...

43

1

32

1

21

1

×
++

×
+

×
+

×
 

 (b) 
1000998

1
...

53

1

42

1

31

1

×
++

×
+

×
+

×
 

 (c) 
1000...321

1
...

321

1

21

1

1

1

++++
++

++
+

+
+  

 

4. 求 )
10

9
...

10

3

10

2

10

1
(...)

4

3

4

2

4

1
()

3

2

3

1
(

2

1 +++++++++++ 的值。 

(HKMO 1994/05 初賽團體) 

 

5. 求下列數列的乘積： 

 (a) )
2000

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1( −−−−  

 (b) )
2000

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(

2222
−−−−  

 

6. 計算 )
2008

1
...

3

1

2

1
1)(

2009

1
...

4

1

3

1

2

1
( ++++++++  

 )
2009

1
...

3

1

2

1
1)(

2008

1
...

4

1

3

1

2

1
( ++++++++−  的值。 (HKMHASC 2008/09) 

 

7. 若 a=++++ 900000000.0...300.020.01.0 &&&& ，求 a 的值。 

 (答案以小數表示) (HKMO 1997/98 決賽團體) 

 

8. 計算 
)32452)(32440)(32428)(32416)(3244(

)32458)(32446)(32434)(32422)(32410(
44444

44444

+++++
+++++

。(AIME 1987) 
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詳答 

 
1. 以 2 為分母的分數有 1 個，以 3 為分母的分數有 2 個， 

 如此類推，以 n 為分母的分數有 1−n  個。 

 共有分數 )1(...321 −++++ n  = 
2

)1( −nn
 ≤ 100。 

 即 20022 −− nn   ≤ 0 

  n ≤ 
)1(2

)200)(1(4)2()2( 2 −−−+−−
 (負值捨去) 

   = 
2

8042 +
 

 當中 2980428 << ，即 15
2

282 <+<n 。 

 取 14=n ，得 
2

)1( −nn
 = 

2

1314×
 = 91。 

 即第 100 項為以 15 為分母的分數中的第 9 個，即 
15

9
。 

 (註：此題分數不應約簡，以妨混淆不清。) 

 

2. )
25

1()
25

(
a

f
a

f −+   = 

525

25

525

25

25
1

25
1

25

25

+
+

+
−

−

a

a

a

a

  

     = 

52525

2525

525

25

25

25

25

25

+×

×+
+

−

−

a

a

a

a

 

     = 
2525

25

25525

25

525

25
aa

a

×+
+

+
 

     = 
2525

25

255

5

525

25
aa

a

+
+

+
 = 1 

 所以 Q  

  = ])
25

13
()

25

12
([...)]

25

23
()

25

2
([)]

25

24
()

25

1
([ ffffff ++++++  

  = 112×    = 12 
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3. (a)  
1000999

1
...

43

1

32

1

21

1

×
++

×
+

×
+

×
 

  = )
1000

1

999

1
(...)

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1

1

1
( −++−+−+−  

  = 
1000

1
1−     = 

1000

999
 

 (b)  
1000998

1
...

53

1

42

1

31

1

×
++

×
+

×
+

×
 

  = )
1000

1

998

1
(

2

1
...)

5

1

3

1
(

2

1
)

4

1

2

1
(

2

1
)

3

1

1

1
(

2

1 −++−+−+−  

  = )
1000

1

999

1

2

1
1(

2

1 −−+   

  = 
999000

9991000499500999000

2

1 −−+×  = 
1998000

1496501
 

 (c)  
1000...321

1
...

321

1

21

1

1

1

++++
++

++
+

+
+  

  = 
10011000

2
...

43

2

32

2

21

2

×
++

×
+

×
+

×
 

  = 




 −++−+−+−× )
1001

1

1000

1
(...)

4

1

3

1
()

3

1

2

1
()

2

1

1

1
(2  

  = 




 −×
1001

1
12  = 

1001

1000
2 ×  = 

1001

2000
 

 

4  )
10

9
...

10

3

10

2

10

1
(...)

4

3

4

2

4

1
()

3

2

3

1
(

2

1 +++++++++++  

 = 
10

9...321
...

4

321

3

21

2

1 +++++++++++  

 = 
102

)19(9
...

42

)13(3

32

)12(2

22

)11(1

×
+++

×
++

×
++

×
+

 

 = 
2

9
...

2

3

2

2

2

1 ++++   = 
22

)19(9

×
+

 

 = 
4

90
    = 

2

45
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5. (a)  )
2000

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1( −−−−  

  = 
2000

1999
...

4

3

3

2

2

1 ××××   = 
2000

1
 

 (b)  )
2000

1
1)...(

4

1
1)(

3

1
1)(

2

1
1(

2222
−−−−  

  = )
2000

12000
)...(

4

14
)(

3

13
)(

2

12
(

2

2

2

2

2

2

2

2 −−−−
 

  = 
222 4

)14)(14(

3

)13)(13(

2

)12)(12( +−×+−×+−
 

   
22000

)12000)(12000(
...

+−××  

  = 
2000

2001

2000

1999
...

4

5

4

3

3

4

3

2

2

3

2

1 ××××××××  = 
4000

2001
 

 

6. 設 
2008

1
...

4

1

3

1

2

1
1 +++++=A 、

2009

1
...

3

1

2

1 +++=B ，故原式可化簡為 

 )1)(1( +−− BAAB  = 1+−+− ABABAB   

    = 1+− AB  = 
2009

1
。 

 

7. a = 
810

1

9

9
...

100

1

9

3

10

1

9

2

9

1 ×++×+×+  

   = 
8

678

109

9...10310210

×
++×+×+

 

   = 
8109

123456789

×
 = 

810

13717421
 = 0.13717421 

 

8. 分析 3244 +x  = 224 3632436 xxx −++  

    = 222 )6()18( xx −+  

    = )186)(186( 22 +++− xxxx   

= ]9)3][(9)3[( 22 +++− xx  

 故原式    

 = 
)931)(925)(919)(913)(97)(91(

)937)(931)(925)(919)(913)(97(
222222

222222

++++++
++++++

 

  
)955)(949)(943)(937(

)961)(955)(949)(943(
2222

2222

++++
++++×  

 = 
91

961
2

2

+
+

 = 
10

3730
  = 373。 


