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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數列 – 等差數列與調和數列 

 

摘要 

 
 1. 等差數列： 

(a) 若公差為 d 的等差數列，其通項為 dnaan )1(1 −+= ， 

(b) ca,  的等差中項 
2

ca
b

+= ， 

(c) 總和 d
nn

nadna
n

aa
n

S nn 2

)1(
])1(2[

2
)(

2 111

−+=−+=+= ， 

(d) mndSSS nmnm ++=+ ， 

(e) 分段和亦成等差數列，其公差為 dk 2 ，其中 k 為每段項數。 

 2. 調和數列： 

  (a) 若 ,....
1

,
1

,
1

cba
 成等差數列，則 ,...,, cba  成調和數列。 

  (b) ca,  的調和中項 
ca

ac
b

+
= 2

。 
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 3. 介紹高階等差數列、高階差數列的定義： 

  某一數列各相鄰項的差所成的數列， 

  便是該數列的一階差數列。 

 如果說某一數列的 p 階差數列為常數數列， 

 即該數列為 p 階等差數列。 

 (一階等差數列，即我們常說的等差數列。) 

 (a) p 階等差數列的通項為一於 n 的 p 次多項式。 

 (b) p 階等差數列的前 n項和 nS  為一於 n 的 p + 1 次 

    多項式。 

 (c) 運用逐差法或待定系數法求通項。 

逐差法： 設某數列的首項為 1a ，一階差數列首項為 1b ， 

 二階差數列首項為 1c ，如此類推：  

na     = ...
!2

)2)(1(

!1

1
111 +−−+−+ c

nn
b

n
a  

∑ na  = ...
!3

)2)(1(

!2

)1(
111 +−−+−+ c

nnn
b

nn
na  
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拾例 

 
1. 已知某等差數列首項為 1234，公差為 -123。問 

 (a) 該數列哪一項起始為負數？ 

 (b) 求 nS  的最大值。 

答： (a) 設 )1(1231234 −− n  > 0 

   n1231357−   > 0 

   n   < 
123

1357
  

  即 n   ≤ 11 

  故在第 12 項起，該數列始為負數。 

 (b) 即 11S  為最大值， 

  11S  = )1012312342(
2

11 ×−×  = 6809。 

 

2. 已知四數成等差數列，且四數的總和為 64，四數的平方和為 1524，求

 此四數中最大的一數。 

答： 設四數為 )3(),(),(),3( dadadada ++−−  

 則 )3()()()3( dadadada ++++−+−  = 64 

  a4       = 64 

  a      = 16 

 另 2222 )3()()()3( dadadada ++++−+−  = 1524 

  2222 296 dadadada +−++−  

  2222 962 dadadada ++++++   = 1524 

  22 204 da +      = 1524 

  22 20)16(4 d+      = 1524 

  220d       = 500 

  2d       = 25 
  d      = 5±  

 無論如何，該四數為 1, 11, 21, 31，最大一數為 31。 

 

3. 已知數列 }{ na  是等差數列， nS  為前 n 項和，且 3,19 193 == aa ，求 

 22S  的值。 

答： 231)319(
2

21
)(

2

21
)(

2

21
19321122 =+=+=+= aaaaS 。 
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4. 等差數列 { }na  的前 m 項和為 10，前 2m 項和為 100，求它的前 3m 

 項和。 

答： { }na  的前 m 項和為 10，接下來的 m 項和為 90 ，相差 80。 

 故接下來的 m 項和為 80 + 90 = 170。 

 前 3m 項和為 10 + 90 + 170 = 270。 

 

5. 已知等差數列 }{},{ nn ba  的前 n 項和的比為 )74(:)17( ++ nn ，求
4

4

b

a
 的

值。 

答： 設等差數列 }{},{ nn ba  的前 n 項和分別為 nn TS , 。 

 
n

n

T

S
 = 

74

17

+
+

n

n
 = 

)74(

)17(

+
+

nn

nn
 

 令 nknTnknS nn )74(,)17( +=+= ， 

 na  = 1−− nn SS  = knnnkn )1](1)1(7[)17( −+−−+  

  = )]1()1(77[ 22 −−−−+ nnnnk  

  = ]171477[ 22 +−−+−+ nnnnnk  

  = )614( −nk   

 nb  = 1−− nn TT  = knnnkn )1](7)1(4[)74( −+−−+  

  = )]1(7)1(474[ 22 −−−−+ nnnnk  

  = ]7748474[ 22 +−−+−+ nnnnnk  

  = )38( +nk  

 所以 
4

4

b

a
 = 

3)4(8

6)4(14

+
−

 = 
35

50
 = 

7

10
。 

  

6. 試求調和數列 ,...
3

1
,

5

2
,

2

1
 的第十項。 

答： 考慮各項的倒數 ,...3,
2

5
,2 。 

 這是首項為 2，公差為 
2

1
 的等差數列。 

 故第十項為 )
2

1
)(110(2 −+  = 

2

13
。 

 故調和數列的第十項為 
13

2
。 
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7. 試在 2 和 3 之間加入三數，使五數成調和數列，求此三數的總和。 

答： 解法一： 

  設 3,,,,2 cba  成調和數列。 

  即 b = 
)3()2(

)3)(2(2

+
 = 

5

12
 

   a = 

)
5

12
()2(

)
5

12
)(2(2

+
 = 

5
22

5
48

 = 
11

24
 

   c = 

)
5

12
()3(

)
5

12
)(3(2

+
 = 

5
27

5
72

 = 
3

8
 

   所求總和 = 
3

8

5

12

11

24 ++  = 
165

1196
。 

 解法二： 

  設 3,,,,2 cba  成調和數列， 

  即 
3

1
,

1
,

1
,

1
,

2

1

cba
 成等差數列。 

  故 
b

2
 = 

3

1

2

1 +   = 
6

5
 

   
b

1
 = 

12

5
， 

   b = 
5

12
。 

   
a

2
 = 

2

1

12

5 +  = 
12

11
 

   
a

1
 = 

24

11
 

   a = 
11

24
 

   
c

2
 = 

3

1

12

5 +  = 
4

3
 

   
c

1
 = 

8

3
 

   c = 
3

8
 

   所求總和 = 
3

8

5

12

11

24 ++  = 
165

1196
。 
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8. 定義數列 322 ++= nnan ，求該數列的高階公差。 

答： 列寫數列：  6, 11, 18, 27, 38, ... 

 一階差數列：  5, 7, 9, 11, ... 

 二階差數列： 2, 2, 2, ... 

 故該數列為二階公差數列，二階公差為 2。 

 

9. 求差分數列 6, 11, 20, 36, 52, … 的第 20 項。 

答： 解法一： 

  第一階差為 5, 9, 16, 26, … 

  第二階差為 4, 7, 10, … 

  第三階差恆為 3，故此數列為三階等差數列。 

  第二階差數列的通項為 )1(34 −+ n   = 13 +n  

  第一階差數列的通項為 ∑
−

=

++
1

1

)13(5
n

k

n   

     = )1(
2

)1(
35 −+−×+ n

nn
 

     = 1
2

3

2

3
5 2 −+−+ nnn  

     = 4
2

1

2

3 2 +− nn 。 

  原數列的通項為  ∑
−

=

+−+
1

1

2 )4
2

1

2

3
(6

n

k

kk   

     = 
6

)12)()(1(

2

3
6

−−×+ nnn
 

      )1(4
2

)1(

2

1 −+−×− n
nn

 

     = 44
4

1

4

1

4

1

4

3

2

1
6 223 −++−+−+ nnnnnn  

     = 2
2

9

2

1 23 ++− nnn  

  故第 20 項為 = 2)20(
2

9
)20()20(

2

1 23 ++−   

     = 3692。 
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9.(續) 

 解法二： 

  第一階差為 5, 9, 16, 26, … 

  第二階差為 4, 7, 10, … 

  第三階差恆為 3，故此數列為三階等差數列。 

  原數列的通項為 
6

)3)(2)(1(3

2

)2)(1(4
)1(56

−−−+−−+−+ nnnnn
n  

  故第 20 項為 
6

1718193

2

18194
1956

×××+××+×+  

    = 6 + 95 + 684 + 2907 

    = 3692 

 解法三： 

  設 32 dncnbnaan +++= ， 

  得 













=+++
=+++
=+++

=+++

3664164

202793

11842

6

dcba

dcba

dcba

dcba

， 








=++
=++
=++

16377

9195

573

dcb

dcb

dcb

 

   




=+
=+

7182

4122

dc

dc
 ，  解得 

2

1
,1 =−= dc 。 

  代入得 2,
2

9 == ab 。 

  所以 32

2

1

2

1

2

9
2 nnnan +−+=  

  故第 20 項為 = 2)20(
2

9
)20()20(

2

1 23 ++−   

     = 3692。 
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10. 求差分數列 6, 11, 20, 36, 52, … 加至第 20 項的總和。 

答： 解法一： 

  原數列的通項為 = 2
2

9

2

1 23 ++− nnn  

  故所求總和  = ∑
=

++−
20

1

23 )2
2

9

2

1
(

n

nnn   

     = ∑∑∑∑
====

++−
20

1

20

1

20

1

2
20

1

3 12
2

9

2

1

nnnn

nnn  

     = 






 ×+××−






 ×
2

2120

2

9

6

412120

2

2120

2

1
2

 

      )20(2+  
     = 40945287022050 ++−  
     = 20165 

 解法二： 

  第一階差為 5, 9, 16, 26, … 

  第二階差為 4, 7, 10, … 

  第三階差恆為 3，故此數列為三階等差數列 

  故所求總和  = 
6

1819204

2

19205
)20(6

×××+××+  

      
24

171819203 ××××
 

     = 145354560950120 +++  

     = 20165。 
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10.(續) 

 解法二： 

  第一階差為 5, 9, 16, 26, … 

  第二階差為 4, 7, 10, … 

  第三階差恆為 3，故此數列為三階等差數列。 

  原數列的通項為 
6

)3)(2)(1(3

2

)2)(1(4
)1(56

−−−+−−+−+ nnnnn
n  

  故第 20 項為 
6

1718193

2

18194
1956

×××+××+×+  

    = 6 + 95 + 684 + 2907 

    = 3692 

 解法三： 

  設 32 dncnbnaan +++= ， 

  得 













=+++
=+++
=+++

=+++

3664164

202793

11842

6

dcba

dcba

dcba

dcba

， 








=++
=++
=++

16377

9195

573

dcb

dcb

dcb

 

   




=+
=+

7182

4122

dc

dc
 ，  解得 

2

1
,1 =−= dc 。 

  代入得 2,
2

9 == ab 。 

  所以 32

2

1

2

1

2

9
2 nnnan +−+=  

  故第 20 項為 = 2)20(
2

9
)20()20(

2

1 23 ++−   

     = 3692。 
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淺問 

 
1. 求下列等差數列的通式 na  和前十項和 10S ： 

 (a) 101 =a , 7=d    (b) 91 −=a , 
2

1−=d  

 

2. 若數列 ,...510,26,1 aa ++ 是一等差數列，求 a。(HKMO 1996/97 決賽團體) 

 

3. 一等差數列的前四項為 xbxa 2,,, ，求 ba : 。 (AHSME 1987) 

 

4. 已知等差數列 { }na  中， 20151296 =+++ aaaa ，求 20S  的值。 

 

5. 一個等差數列前 10 項之和以及前 100 項之和分別為 100 和 10。求

 該數列的前 110 項之和。 (AHSME 1980) 

 

6. 已知等差數列 nan 641989−= ，求該列的前 n 項總和 nS  的最大值。 

 

7. 設等差數列 47321 ,...,,, tttt  中奇數項之和為 1272，求該數列所有 47 項的

 總和。 (COMC 1998) 

 

8. 試在 6 和 666 中加插項五項，使之成為等差數列。 

 

9. 若調和數列的首二項為 3 和 2，求該調和數列的第十項。 

 

10. 試在 10 和 15 中加插四項，使之成為調和數列。 

 

11. 給定下列通項，寫出下列 p 階等差數列的階數及公差： 

 (a) }1{ 2 ++ nn     (b) }1{ 23 −+− nnn  

  

12. 試以待定系數法求下列高階等差數列的通項和該數列的第十項： 

 (a) 7, 11, 17, 25, …  (二階等差數列) 

(b) 21, 62, 133, 240, … (三階等差數列) 

 

13. 試以逐差法求下列高階等差數列的通項和該數列的第十項： 

 (a) 2, 3, 7, 14, …  (二階等差數列) 

 (b) 10, 12, 13, 17, … (三階等差數列) 

 

14. 已知數列的二階差數列恆為 1，且該數列的 20121220 == aa ，求 2012a 。 
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詳答 

 
1.  (a) 101 =a , 7=d  

  na  = )1(710 −+ n    = 37 +n  

  10S  = )]110(7102[
2

10 −+×   = 415 

(b) 91 −=a , 
2

1−=d  

 na  = )1(
2

1
9 −−− n    = 

2

17

2
−− n

 

  10S  = )]110(
2

1
)9(2[

2

10 −−−×  = 
2

225−  

 

2. 1)26( −+ a  = )26()510( aa +−+  

 a25+   = a34+  

 a  = 1 

 

3. b  = 
2

2xx +
 = 

2

3x
 

 x  = 
2

ba +
 

 
2

3x
a +   = x2  

 a  = 
2

x
 

 ba :   = 
2

3
:

2

xx
  = 3:1  

 

4. 設等差數列的通項 )1(1 −+= ndaan ，則 

151296 aaaa +++  = dadadada 141185 1111 +++++++  

   = da 384 1 +   = 20 

    da 192 1 +   = 10 

20S    = )192(
2

20
1 da +  = 10

2

20×  

   = 100 
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5. 設該數列的首項為 a ，公差為 d。 

 10S  = )92(
2

10
da +   = 100 

    da 92 +   = 20 ... (1) 

 100S  = )992(
2

100
da +  = 10 

    da 992 +   = 
5

1
 ... (2) 

 (2) - (1)： 

    d90    = 
5

99−  

    d   = 
50

11−  

   所以 a   = 
100

1099
 

 110S   = )1092(
2

110
da +  = )

50

11
109

100

1099
2(55 ×−×  

   = )
50

11991099
(55

−
 = -110  

 

6. 該數列的首項為 1925)1(641989 =− 。 

 該數列的第 31
64

1989 =





 項為最小正項，其值為 531641989 =×− 。 

 所以 nS  的最大值為 )51925(
2

31
31 +=S  = 29915。 

 

7. 設該數列公差為 d。 

 )223(
2

24
11 dtt ×++  = 1272 

 )23(24 1 dt +   = 1272 

 dt 231 +   = 53 

 所求總和 = )46(
2

47
11 dtt ++  = )23(47 1 dt +  

   = 5347×   = 2491。 

 

8. 設等差數列的通項 )1(1 −+= ndaan ，則 

   61 =a ， 666666 =+= da ，所以 110=d ， 

 故該數為 6, 116, 226, 336, 446, 556, 666。 
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9. 即有等差數列的首二項為 
2

1
,

3

1
，故公差為 

6

1

3

1

2

1 =− 。 

 而等差數列的第十項為 )
6

1
(9

3

1 ×+  = 
6

11
。 

 故調和數列的第十項為 
11

6
。 

  

10. 先在 
10

1
 和 

15

1
 間加插五數，使之成為等差數列， 

 令 d5
10

1

15

1 += ，即 
150

1−=d  

 故加插五數分別為 
75

7

150

1

10

1 =− 、 
150

13

150

1

75

7 =− 、  

    
25

2

150

1

150

13 =− 、 
150

11

150

1

25

2 =−  

 即   
15

1
,

150

11
,

75

2
,

150

13
,

75

7
,

10

1
 成等差數列。 

 故所求數列為 15,
11

150
,

2

75
,

13

150
,

7

75
,10 。 

 

11. (a) }1{ 2 ++ nn  為二階等差數列， 

首四項為 3, 7, 13, 21, … 

  一階差數列為 4, 6, 8, … 

故二階公差為 2。 

 (b) }1{ 23 −+− nnn  為三階等差數列， 

  首五項為 0, 5, 20, 51, 104, … 

  一階差數列為 5, 15, 31, 53, … 

  二階差數列為 10, 16, 22, … 

故三階公差為 6。 
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12. (a) 設通項為 cbnan ++2 ，代入三值得 

  








=++
=++

=++

1739

1124

7

cba

cba

cba

，解得 5,1,1 === cba ， 

故通項為 52 ++ nn 。即 1155)10()10( 2
10 =++=a 。 

 (b) 設通項為 dcnbnan +++ 23 ，代入四值得 

  













=+++
=+++
=+++

=+++

24041664

1333927

62248

21

dcba

dcba

dcba

dcba

，解得 4,7,9,1 ==== dcba ， 

  故通項為 479 23 +++ nnn 。 19744)10(7)10(9)10( 23
10 =+++=a 。 

 

13.  (a) 2, 3, 7, 14, … 

   該數列的一階差數列為 1, 4，二階差數列為 3 

   即該數列的一階差數列通項為 23)1(31 −=−+ nn 。 

   故該數列的通項為  = 
2

)2)(1(3
)1(12

−−+−+ nn
n  

   第十項為  = 
2

893
92

××++  = 119。 

(b) 10, 12, 13, 17, … 

   該數列的一階差數列為 2, 1, 4，二階差數列為 -1, 3， 

三階差數列為 4。 

  故該數列的通項為      

   
6

)3)(2)(1(4

2

)2)(1(
)1(210

−−−+−−−−+ nnnnn
n  

  第十項為 
6

7894

2

89
9210

×××+×−×+  

   = 328 
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14. 令該數列的一階差數列為 }{ nb ，即其一階差數列通項為 

  )1(1 −+= nbbn  

 所以 ∑
−

=

−++=
1

1
11 )]1([

n

k
n kbaa  = )1(

2

))(1(
)1(11 −−−+−+ n

nn
nba  

 12a  = )112(
2

)12)(112(
)112(11 −−−+−+ ba  

  = 20125511 11 =++ ba  … (1) 

 20a  = )120(
2

)20)(120(
)120(11 −−−+−+ ba  

  = 201217119 11 =++ ba  … (2) 

 解 (1) 及 (2)，得 
2

29
,

2

4233
11 −== ba  

 即 na  = )1(
2
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1 2 +−   = 1994012。 

  

數學是一把斧頭，把我們的無知打碎。 

Mathematics is the hammer that shatters 
the ice of our unconscious. 

 

美國數學家、物理學家 

皮寇弗  

(Clifford A. Pickover 1957- ) 


