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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數列 – 周期與遞推 

 

摘要 

 
 1. 循環連分數和循環根式的處理 

 2. 建立數列的遞推關係式： 

(a) lkaa nn +=+1 ，兩邊加上等量 p，使之成為等比數列，再求該

等量。即 )(1 k

pl
akplkapa nnn

++=++=++ ，再使 

k

pl
p

+= ，解出 
1−

=
k

l
p 。 

(b) nnn lakaa += ++ 12 ，兩邊加上等量 1+npa ， 

 ))(()( 1112 pk

la
apklaapkpaa n

nnnnn +
++=++=+ ++++ ， 

 由於 0≠+ pk ，所以令 
pk

l
p

+
= ，再解出 p 值。 

(c) 
lka

a
a

n

n
n +

=+1 ，即 
nn a

l
k

a
+=

+1

1
，如 (a) 求出 

na

1
的 

   遞推關係式。 

 3. 運用不動點理論求多次疊代函數。 

 4. 認識一次函數經多次疊代而成的皮卡 (Picard) 序列： 

   設 baxxf +=)( ， b
a

a
xaxf

n
nn

1

1
)()(

−
−+= 。 

5. 周期函數的函數值。 
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拾例 

 
1. 已知數列 }{ na  滿足 31 =a  及 

n
n a

a
1

11 −=+ ，求 k
k

a
1000

1=
Π  及 ∑

=

1000

1k
ka  的值。 

答： 2a  = 
1

1
1

a
−  = 

3

1
1−   = 

3

2
 

 3a  = 
2

1
1

a
−  = 

3
2
1

1−   = 
2

1−  

 4a  = 
3

1
1

a
−  = 

2
1
1

1
−

−  = 3 

 即 14 aa =  由此得 }{ na  為周期 3。 

 k
k

a
1000

1=
Π  = 1000

333
3

1
)( aak

k
×Π

=
 = 3)]

2

1
(

3

2
3[ 333 ×−××   

   = 3)1( 333 ×−   = -3。   

  ∑
=

1000

1k
ka  = ∑

=

+
3

1
1000)(333

k
k aa  = 3)

2

1

3

2
3(333 +−+  

   = 3)
6

19
(333 +   = 

2

2111
。 

 

2. 已知八項數列 A, B, C, D, E, F, G, H 中 5=C  及任意相鄰三項和為 

 30，求 HA +  的值。 (AMC 12 2011) 

答： 由於 30=++ CBA  及 30=++ DCB ，故得 DA = 。 

 同理，有 FCHEBGDA ===== ,, 。 

 所以 HA +  = BA +  = C−30  = 530 −  = 25。 

 

3. 已知 )1(3)( −+= nfnf  及 100)1( =f ，求 )100(f  的值。 

答： )1()( −− nfnf  = 3， 

  )1()2( ff −   = 3 

  )2()3( ff −   = 3 

  ...  

  以上數式的總和： 

  )99()100( ff −  = 3 

  所以  )1()100( ff −  = 399×      

 )100(f   = 100297 +  = 397。 
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4. 已知 )1(3)( −= nfnf  及 100)1( =f ，求 )100(f  的值。 

答： 
)1(

)(

−nf

nf
  = 3 

  
)1(

)2(

f

f
   = 3 

  
)2(

)3(

f

f
   = 3 

  ... 

  以上數式的乘積： 

  
)1(

)100(

f

f
  = 993  

  )100(f   = 993100×  

  

5. 已知 12)( 2 += xxf 且 )...))(...(()()( xffffxf n = ，共 n 層，求 

)0()10(f 。 

答： 令 x  = 12 2 +x  

   2x   = 12 2 +x  

   2x   = 1− 。 

 即 )(xf   = 1)1(2 2 −+x  

 於是 )()2( xf  = 1]1)([2 2 −+xf   

= 1]11)1(2[2 2 −+−+x  

= 1)1(2 22 −+x  

 於是 )()10( xf  = 1)1(2 210 −+x  

  )0()10(f  = 1210 −  = 1023。 

 

6. 解 xx =−−− 111111 。 

答： 考慮 xx −= 112 ，即 0112 =−+ xx ， 

 解得 x = 
)1(2

)11)(1(4)1()1( 2 −−±−
 = 

2

451±−
 

 由於 0>x ，故
2

531+−=x 。 
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7. 設 )...))(...(()()( xffffxf n = ，共 n 層，若 12732)()5( += xxf ，求  

)5(f 。 

答： 設 baxxf +=)( ， 

 則 325 =a ，即 2=a 。 

 及 b
a

a

1

15

−
−

 = 93 

   b
12

132

−
−

 = 93 

   b  = 3。 

 所以 32)( += xxf ，即 113)5(2)5( =+=f 。 

 

8. 如果 )(nF  是一個函數，其中 1)3()2()1( === FFF ，同時 

)2(

1)1()(
)1(

−
+−×=+

nF

nFnF
nF ，求 )6(F  的值。  

 (AHSME 1970) (HKMO 2012/13 決賽個人) 

答： )4(F  = 
)1(

1)2()3(

F

FF +×
 = 

1

111 +×
 = 2； 

 )5(F  = 
)2(

1)3()4(

F

FF +×
 = 

1

112 +×
 = 3； 

 )6(F  = 
)3(

1)4()5(

F

FF +×
 = 

1

123 +×
 = 7。 

 

9. 已知數列 }{ na  中， 31 =a 、 131 +=+ nn aa  ( +∈ Nn )，求數列 }{ na  的表

 示式。 

答： 設 pan ++1  = )(3 pan +  

   pan ++13  = pan 33 +  

   p+1   = p3  

   p  = 
2

1
 

 即 ,...
2

1
,

2

1
,

2

1
321 +++ aaa   

 組成一首項為 
2

7

2

1
3 =+  ，公比為 3 的等比數列。 

   
2

1+na   = )
2

7
(3 1−n ， 

   na   = 
2

1
)

2

7
(3 1 −−n 。 
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10. 已知數列 }{ na 滿足 51 =a  及 
431 −

=+
n

n
n a

a
a  ( +∈ Nn )，求 na  的表示式。 

答： 
1

1

+na
 = 3

4 +−

na
 

考慮 p
an

+
+1

1
 = p

an

++−
3

4
 = )

4

41
(4

p

an

+−−  

 令 
4

3 p
p

+−=  解得 
5

3−=p 。 

 代入後得 )
5

31
(4

5

31

1

−−=−
+ nn aa

 

 所以 
5

31 −
na

  = )
5

31
()4(

1

1 −− −

a
n  = )

5

3

5

1
()4( 1 −− −n   

= )
5

2
()4( 1 −− −n   = 

5

24)1( 1 ××− −nn

 

 所以 na   = 
32)1(

5
12 +×− −nn

。 

 

數學科學是一個不可分割的有機整體， 

它的生命力在於各部分之間的聯繫。 

德國數學家 

希爾伯特  

(David Hilbert 1862-1943) 
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淺問 

 
1. 對於所有實數 x，函數 )(xf  滿足 )()4()4( xfxfxf =−++ ，則它是

周期函數。求這函數的最小周期。 (AHSME 1997) 

 

2. 已知數列 }{ na 滿足 11 =a  及 231 +=+ nn aa  ( +∈ Nn )，求 100a  的值。 

 

3. 已知數列 }{ na 滿足 21 =a 、 32 =a 及 nnn aaa 54 12 +−= ++ ( +∈ Nn )，求 na 。 

 

4. 已知數列 }{ na 滿足 31 =a  及 
431 +

=+
n

n
n a

a
a  ( +∈ Nn )，求  100a  的值。 

 

5. 已知 
2

2
)(

+
=

x

x
xf ，及 11 =x ， )( 1−= nn xfx ，求 99x 。  

(HKMO 1996/97 初賽團體) 

 

6. 已知數列 }{ na 滿足 31 =a  及 
n

n
n a

a
a

−
+

=+ 1

1
1 ，求 2012a  的值。 

 

7. 已知數列 }{ na  任意連續三項的和為 20，且 7,9 124 == aa ，求 2000a  的值。 

 

8. 已知數列 nx ，滿足 nxxn nn +=+ +1)1(  且 21 =x ，求 2005x 。 

 

9. 已知 46)( −= xxf 且 )...))(...(()()( xffffxf n = ，共 n 層，求 )4()6(f 。 

 

10. 解 xx =−− 3131 。 (HKMO 2012/13 初賽個人) 

 

11. 設 0)0( =f ， 3)1()( +−= nfnf  當 ,...3,2,1=n 。若 3996)(2 =Sf ，求 S 

的值。 (HKMO 1999/2000 決賽個人) 

 

12. 若 7)1( =f  及 )(2)1( xfxf =+ ，求 )6(f  的值。 (FWMT-C 2004) 

 

13. 有 5 隻猴子在海邊發現一堆桃子，決定第二天來平分。第二天清晨，第一

隻猴子最早來到，它左分右分分不開，就朝海中扔了一隻，餘下的恰好分成

五份，牠拿上自己一份便走了。第二、三、四、五隻猴子也遇上同樣的問

題，採用同樣的方法，都是扔掉一隻後，恰好可以分成五份。問這堆桃子至

少有多少隻？  
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詳答 

 
1 把 4+x  代 x 有  )4()()8( +=++ xfxfxf 。 

 把上式和原有數式相加有 

  )4()()4()8( −+++++ xfxfxfxf  = )4()( ++ xfxf  
 )4()8( −++ xfxf     = 0 
 )8( +xf      = )4( −− xf  
 把 x 代 8+x  有 )24()]24([)12()( −=−−−=−−= xfxfxfxf ， 

 所以最小周期為 24。 

2. 考慮  pan ++1  = pan ++ 23  

  pan ++1  = )
3

2
(3

p
an

++  

 令 
3

2 p
p

+=  解得 1=p 。 

所以 11 ++na  = )1(3 +na ，其中 1≥n 。 

 1100 +a  = )))...)1(3(...3(3(3 1 +a  = )11(399 +  

 所以 100a  = 132 99 −×  
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3. 12 ++ + nn paa  = nn aap 5)4( 1 +− +  = )
4

5
)(4( 1 −

+− + p

a
ap n

n  

 令 p  = 
4

5

−p
 

 542 −− pp  = 0 解得 5=p  或 -1。 

 代 1−=p ， )(5 112 nnnn aaaa −=− +++ 。 

 再令 nnn aab −= +1 。這樣 }{ nb  成為一等比數列且公比為 5。 

 再取 1,...,3,2,1 −= nn ，把各式相加，得 

1321 ... −++++ nbbbb   = )(...)()( 12211 aaaaaa nnnn −++−+− −−−  

15

15

−
−n

  = 1aan −  

na   = 3
4

15 +−n

 = )115(
4

1 +n  

 

4.  
1

1

+na
  = 3

4 +
na

 

 考慮 p
an

+
+1

1
 = p

an

++ 3
4

 = )
4

31
(4

p

an

++  

 令 
4

3 p
p

+=  解得 1=p 。 

 代入後得 )1
1

(41
1

1

+=+
+ nn aa

 

 所以 1
1

100

+
a

  = )1
1

(4
1

99 +
a

 = )1
3

1
(499 +  = 

3

4100

 

  所以 100a  = 
34

3
100 −
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5. 
1

1

2

11

−

+=
nn xx

， 

所以 
199

1
...

2

1

2

1

2

11

xx
++++=  = 

1

1
98

2

11

99

+×=
x

 = 50 

即 
50

1
99 =x 。 

6 31 =a ， 2
31

31
2 −=

−
+=a ， 

3

1

21

21
3 −=

+
−=a ，

2

1

3

1
1

3

1
1

4 =
+

−
=a  

 3

2

1
1

2

1
1

5 =
−

+
=a  

所以 kkn aa =+4 ，其中 3,2,1,0=k 。 

50342012 ×= ，即 
2

1
42012 == aa 。 

7. 由 20432321 =++=++ aaaaaa ，得 14 aa =  由此得數列 }{ na  為周期 3， 

 所以 7,9 31214 ==== aaaa ，即 4792022000 =−−== aa 。 

 

8. 1+nx   = 
1+

+
n

nxn  

 11 −+nx  = 1
1

−
+
+

n

nxn  

 11 −+nx  = 
1

1

+
−−+

n

nnxn   = 
1

1

+
−

n

xn  

    = 
1

1

+
−

n

xn    = 
nn

xn

)1(

11

+
−−  = ... 

    = 
2)...1()1(

11

−+
−
nnn

x
 = 

)!1(

1

+n
 

 所以 12005 −x  = 
!2005

1
，即 

!2005

1!2005
2005

+=x 。 
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9.  )()6( xf  = )4(
16

16
6

6
6 −

−
−+x  = 3732446656 −x 。 

 所以 )4()6(f  = 37324)4(46656 −  = 149300。 

 

10. 考慮 xx −= 312 ，即 0312 =−+ xx ， 

 解得 x  = 
)1(2

)31)(1(4)1()1( 2 −−±−
 

    = 
2

1251±−
 = 

2

551±−
 

 顯然 0>x ，故 
2

551+−=x 。 

 

11. )(nf   = 3)1( +−nf  = 32)2( ×+−nf  = … 

    = nnnf 3)( +−  = n3  

 )(2 Sf   = S32×   = 3996 

     S  = 666 

 

12. )(xf   = )1(2 1 fx− ， 

 所以 )6(f  = 72 16 ×−  = 224。 

 

13. 設桃子一共有 k 個，第一隻猴子扔掉一隻並拿走自己一份之後， 

 桃子還有 ia  個。 

 則 )1(
5

4
1 −= −ii aa ，其中 5,4,3,2,1=i  及 ka =0 。 

 設 4)4(
5

4
)1(

5

4
)( −+=−= xxxf 。 

 則 4)4(
5

4
)( 01 −+== kafa ， 

   4)4()
5

4
(4]44)4(

5

4
[

5

4
)( 2

12 −+=−+−+== kkafa ， 

  如此類推， 

   4)4()
5

4
( 5

5 −+= ka 。 

 因為 5a  為正整數，即 )4(|55 +k ， 

 取最小值 31254 =+k ，即 3121=k 。 

 故這堆桃子至少有 3121 隻。 

 (註：問題為諾貝爾物理學獎得主李政道於 1979 年提出的。) 

 


