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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

數列 – 費波拿契數列 

 

摘要 

  
 1. 費波拿契 (Fibonacci) 數列 { }nF  的定義： 

  121 == FF ， nnn FFF += ++ 12 。 

  ])
2

51
()

2

51
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5
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−−+=   

 2. 運用特徵根法解遞歸數列： 

   若 nnn lakaa += ++ 12 ，即 nn
na βλαλ 21 += ， 

   其中 βα ,  為方程 lkxx +=2  的兩根。 

 3. 認識與費波拿契數相關的恆特式： 

  (a) n
nnn FFF )1(2

11 −=−−+  (卡西尼 Cassini) 

  (b) 111 −−−+ += nmnmnm FFFFF   
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=
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i FF  
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n

i
i FF 2

1
12 =∑

=
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 4. 認識費波拿契數的因子和倍數的性質： 

  (a) knn FF |  

  (b) ),(),( mnmn FFF = ，特別地 1),(),( 21 == ++ nnnn FFFF 。 

 5. 認識齊肯多夫 (Zeckendorf) 定理： 

  任何一個正整數必然表示成一組序數 2 或以上且互不相等及互不相 

  鄰的費波拿契數之和。 

 6. 淺介泰波拿契數 (Tribonacci) 的定義： 

  1321 === TTT ， nnnn TTTT ++= +++ 123 。  
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拾例 

 
1. 定義數列 }{ nF  為 121 == FF  及對所有 3 或以上的整數 n，

21 −− += nnn FFF 。求 nF  的通式。 

答： 特徵方程為 012 =−− xx ，特徵根為 
2

51±
。 

 故得 nn
n kkF )

2

51
()

2

51
( 21

−++=  

 即 )
2

51
()

2

51
( 21

−++
kk  = 1 

   )(
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5
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1
2121 kkkk −++  = 1 

 及 )
2

53
()

2

53
( 21

−++
kk  = 1 

   )(
2

5
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2

3
2121 kkkk −++  = 1 

 兩式相減，得 

   21 kk +     = 0 

 代入得 

   )(
2

5
21 kk −    = 1 

   21 kk −     = 
5

2
 

 故 
5

1
,

5

1
21 −== kk 。 

 即 ])
2

51
()

2

51
[(

5

1 nn
nF

−−+=  

 

2. 在首 2000 個費波拿契數中，有多少個是 5的倍數？ 

答： 留意費波拿契數列： 

 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, … 

 我們發現五個費波拿契數，便有一個是 5 的倍數。 

 故答案為 400
5

1
2000 =× 。 
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3. 求 10100,FF  的最大公因子。 

答： ),( 10100 FF  = 10F  = 55。 

 

4. 求 16F  的最大素因子。 

答： 16F  = 
2

7
2

9 FF −   = ))(( 7979 FFFF +−   

  = )1334)(1334( −+  = 2147×  = 4773 ××  

 故其最大素因子為 47。 

 

5. 試把 1974 表示成一組互不相等且互不相鄰的費波拿契數之和 

答： 1974 = 1597 + 377 = 1417 FF + 。 

 

6. 求下列和式的值： 

 (a) ∑
=

5

1i
iF     

 (b) ∑
=

−

5

1
12

i
iF    

 (c) ∑
=

5

1
2

i
iF  

 

答：  (a) ∑
=

5

1i
iF   = 17 −F    = 113−   

     = 12 

 (b) ∑
=

−

5

1
12

i
iF  = 10F    = 55 

  (c) ∑
=

5

1
2

i
iF   = 111 −F    = 189−  

     = 88 
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7. 智強共有十五片朱古力。每天早上，他可以選擇吃一片朱古力或兩片朱古

力，不可以不吃。問智強共有多少種不同的吃朱古力方法？ 

答： 解法一： 

   智強選擇吃兩片朱古力的天數可以為 0 至 7 天。 

   若智強選擇在 0 天吃兩片朱古力，即他有 15 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 115
0

016
0 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 1 天吃兩片朱古力，即他有 13 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 1414
1

113
1 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 2 天吃兩片朱古力，即他有 11 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 7813
2

211
2 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 3 天吃兩片朱古力，即他有 9 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 22012
3

39
3 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 4 天吃兩片朱古力，即他有 7 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 33011
4

47
4 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 5 天吃兩片朱古力，即他有 5 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 25210
5

55
5 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 6 天吃兩片朱古力，即他有 3 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 849
6

63
6 ==+ CC ； 

   若智強選擇在 7 天吃兩片朱古力，即他有 1 天吃一片朱古力， 

    故方法數為 88
7

71
7 ==+ CC ； 

   故智強共有 98788425233022078141 =+++++++  種方法。 

 解法二： 

   把問題考慮成數列 }{ na ，表示到第 n 級的方法數目。 

   11 =a ， 22 =a ，  21 −− += nnn aaa  (其中 3≥n )。 

   由此得 3213 =+=a ，  5324 =+=a ， 

     8535 =+=a ，  13856 =+=a ， 

     211387 =+=a ，  3421138 =+=a ， 

     5534219 =+=a ，  89553410 =+=a ， 

     144895511 =+=a ，  2331448912 =+=a ， 

     37723314413 =+=a ， 61037723314 =+=a ， 

     98761037715 =+=a 。 

   故智強共有 987 種方法。 
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8. 雅麗訓練上樓梯賽跑， 她每步可以上 1 階 或 2 階。這樣上到第十階，但

不踏第六階和第四階有多少種方法？ 

答： 把問題考慮成數列 }{ na ，表示到第 n 級的方法數目。 

  11 =a ， 22 =a ， 21 −− += nnn aaa  (其中 3≥n )。 

   由此得 3213 =+=a ，  04 =a ，   

    3035 =+=a ，  06 =a ， 07 =a ， 

     3037 =+=a ，  3308 =+=a ， 

     6339 =+=a ，  96310 =+=a   

 故雅麗共有 9 種方法。 

 

9. 雅麗訓練上樓梯賽跑，她每步可以上 1 階、2階或 3 階。這樣上到第十

階，但不踏第六階和第四階有多少種方法？ 

答： 把問題考慮成數列 }{ na ，表示到第 n 級的方法數目。 

  11 =a ， 22 =a ， 43 =a ， 

 321 −−− ++= nnnn aaaa  (其中 4≥n )。 

   由此得 04 =a ，   60425 =++=a ，  

    06 =a ，   60607 =++=a ，  

    126068 =++=a ，  1812609 =++=a ， 

     361812610 =++=a 。 

  故雅麗共有 36 種方法。 
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10. 泰波拿契數列 (Tribonacci Sequence) 定義如下， 1321 === aaa ，及對

所有正整數 n， nnnn aaaa ++= +++ 123 。已知 2528119 =a 、 4649920 =a  及 

8552521 =a 。求 ∑
=

19

1k
ka  的值。 

答： 設總和為 s。另 123 +++ −−= nnnn aaaa 。 

 所以 s  = ∑
=

+++ −−+
18

1
12319` )(

k
kkk aaaa  

    = ∑∑∑
=

+
=

+
=

+ −−+
18

1
1

18

1
2

18

1
319

k
k

k
k

k
k aaaa  

    = ∑∑∑
===

−−+
19

2

20

3

21

4
19 )(

k
k

k
k

k
k aaaa  

    = ∑
=

−−+
19

2
32119 )(

k
kaaaa  

    = )()( 132119 asaaa −−−+  

   s2  = 211931 aaaa ++−  = 2119 aa +  

   s = 
2

2119 aa +
  = 

2

4649925281+
 

    = 35890。 

數學中最危險的詞語是「顯然易見」。 

"Obvious" is the most dangerous word in 
mathematics. 

 

美國數學家、小說家 

貝爾  

(Eric Temple Bell 1883-1960) 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 
 

7 

淺問 

 
1. 寫出 10000 以內的費波拿契數、費波拿契素數和費波拿契平方數。 

 

2. 投擲兩顆均勻的骰子，求點數之和為費波拿契數的概率。 

 

3. 求下列數組的最大公因子： 

 (a) 2520, FF   (b) 3630,FF   (c) 5040, FF  

 

4. 求費波拿契數 20F  的最大素因子。 

 

5. 求費波拿契數 2012F  除以下列各數的餘數。 

 (a) 7   (b) 9   (c) 11 

 

6. 試把下列各數表示成一組互不相等且互不相鄰的費波拿契數之和： 

 (a) 12   (b) 345   (c) 6789 

 

7. 求下列和式的值： 

 (a) ∑
=

10

1i
iF    (b) ∑

=
−

10

1
12

i
iF   (c) ∑

=

10

1
2

i
iF  

 

8. 定義泰波拿契數 nT ， 1321 === TTT  及 nnnn TTTT ++= +++ 123 ， 其中 n 

為正整數。求 10000 以內的泰波拿契數。 

 

9. 一數列定義如下， 1321 === aaa ，及對所有正整數 n，

nnnn aaaa ++= +++ 123 。已知 609030728 =a 、 1120182129 =a  及 

2060336130 =a 。求 ∑
=

28

1k
ka  除以 1000 的餘數。 (AIME 2006) 

 

10. 一數列定義如下， )3(86,0,1 2121 ≥−=== −− naaaaa nnn ，求 100a  的值。  

 

11. 大虎訓練上樓梯賽跑，他每步可以上一階或兩階，這樣上到第十七階但不踏

第六階、第十三階和第十九階，那麼不同的方法共有多少種？ 

 

12. 小虎訓練上樓梯賽跑，他每步可以上一階或兩階或三階，這樣上到第二十階

但不踏第六階、第十三階和第十九階，那麼不同的方法共有多少種？ 
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詳答 

 
1. 10000 以內的費波拿契數有： 

 121 == FF ，   2113 =+=F ，  3214 =+=F ， 

 5325 =+=F ，  8536 =+=F ，  13857 =+=F ， 

 211388 =+=F ，  3421139 =+=F ，  55342110 =+=F ， 

 89553411 =+=F ，  144895512 =+=F ， 

 2331448913 =+=F ， 37723314414 =+=F ， 

 61037723315 =+=F ， 98761037716 =+=F ， 

 159798761017 =+=F ， 2584159798718 =+=F ， 

41812584159719 =+=F ， 67654181258420 =+=F 。 

  

 10000 以內的費波拿契素數有： 

 23 =F ， 34 =F ， 55 =F ， 137 =F ， 8911 =F ， 

 23313 =F ， 159717 =F 。 

  

 10000 以內的費波拿契平方數有： 

121 == FF ， 14412 =F 。 

 

2. 投擲兩顆骰子，所得點數之和介乎 2 至 12 間。 

 當中的費波拿契數包括 2, 3, 5, 8。 

 即符合要求的點數序偶有 (1,1)、(1,2)、(2,1)、(1,4)、(2,3)、(3,2)、

(4,1)、(2,6)、(3,5)、(4,4)、(5,3)、(6,2)。共十二個序偶。 

 故所求概率為 
3

1

36

12 = 。 

 

3. (a) ),( 2520 FF  = )25,20(F   = 5F  = 5。 

 (b) ),( 3630 FF  = )36,30(F   = 6F  = 8。 

 (c) ),( 5040 FF  = )50,40(F   = 10F  = 55。 

 

4. 20F  = 
2

9
2

11 FF −   = ))(( 911911 FFFF +−   

  = )3489)(3489( −+  = 55123×  = 411153 ×××  

 故其最大素因子為 41。 
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5. (a) 列舉費波拿契數在模 7 下的同餘：  

  1, 1, 2, 3, 5, 1, 6, 0, 6, 6, 5, 4, 2, 6, 1, 0, 1, 1, ... 

  發現為周期 16 的周期數列。 

  另 2012F  ≡ 1212516 +×F  ≡ 12F  ≡ 4 (mod 7)。 

  所以餘數為 4。 

 (b) 列舉費波拿契數在模 9 下的同餘：  

  1, 1, 2, 3, 5, 8, 4, 3, 7, 1, 8, 0, 8, 8, 7, 6, 4, 1, 5, 6, 

  2, 8, 1, 0, 1, 1, ... 

  發現為周期 24 的周期數列。 

  另 2012F  ≡ 202483 +×F  ≡ 20F  ≡ 6 (mod 9)。 

  所以餘數為 6。 

 (c) 列舉費波拿契數在模 11 下的同餘：  

  1, 1, 2, 3, 5, 8, 2, 10, 1, 0, 1, 1, ... 

  發現為周期 10 的周期數列。 

  另 2012F  ≡ 220110 +×F  ≡ 2F  ≡ 1 (mod 7)。 

  所以餘數為 1。 

 

6. (a) 12  = 138 ++   = 642 FFF ++  

 (b) 345  = 22189233 +++  = 131183 FFFF +++  

 (c) 6789  = 3216765 ++   = 2084 FFF ++  

 

7. (a) ∑
=

10

1i
iF   = 112 −F    = 1144−  

     = 143 

 (b) ∑
=

−

10

1
12

i
iF  = 20F    = 6765 

  (c) ∑
=

10

1
2

i
iF   = 121 −F    = 110946−  

     = 10945 
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8. 1321 === TTT ，   31114 =++=T ， 

 53115 =++=T ，   95316 =++=T ， 

  179537 =++=T ，   3117958 =++=T ， 

 57311799 =++=T ，  10557311710 =++=T ， 

 193105573111 =++=T ，  3551931055712 =++=T ， 

 65335519310513 =++=T ， 120165335519314 =++=T ， 

 2209120165335515 =++=T ， 40632209120165316 =++=T ， 

 747340632209120117 =++=T 。 

 

9. 設總和為 s。另 123 +++ −−= nnnn aaaa 。 

 所以 s  = ∑
=

+++ −−+
27

1
12328 )(

k
kkk aaaa  

    = ∑∑∑
=

+
=

+
=

+ −−+
27

1
1

27

1
2

27

1
328

k
k

k
k

k
k aaaa  

    = ∑∑∑
===

−−+
28

2

29

3

30

4
28 )(

k
k

k
k

k
k aaaa  

    = ∑
=

−−+
28

2
33028 )(

k
kaaaa  

    = )()( 133028 asaaa −−−+  

   s2  = 302831 aaaa ++−  = 3028 aa +  

   s = 
2

3028 aa +
  = 

2

609030720603361+
 

    = 13346834 

  所求餘數為 834。 

 

10. 特徵方程為 0862 =+− xx ，特徵值為 2, 4。 

 故設 na  = nn kk )4()2( 21 + ， 

 得 21 42 kk +  = 1 

   21 164 kk +  = 0 

  解得 
4

1
,1 21 −== kk 。 

 所以 na  = nn 4
4

1
2 ×−  = 142 −− nn  

   na  = 99100 42 − 。 
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11. 以數列 }{ na  表示上第 n 階的方法數。 

 這樣 11 =a ， 22 =a ， 21 −− += nnn aaa  (其中 3≥n )。 

 另 019136 === aaa 。 

 3213 =+=a ，  5324 =+=a ， 

 8535 =+=a ，  06 =a ， 

  8087 =+=a ，  8808 =+=a ， 

  16889 =+=a ，  2416810 =+=a ， 

  40241611 =+=a ，  64402412 =+=a ， 

 013 =a ，   6406414 =+=a ， 

  6464015 =+=a ，  128646416 =+=a ， 

  1921286417 =+=a ， 32019212818 =+=a ， 

  019 =a ，   320032020 =+=a 。 

 故不同的方法數為 320。 

 

12. 以數列 }{ nb  表示上第 n 階的方法數。 

 這樣 11 =b ， 22 =b ， 43 =b ， 321 −−− ++= nnnn bbbb  (其中 4≥n )。 

 另 019136 === bbb 。 

 74214 =++=b ，  117425 =++=b ， 

 06 =b ，   1801177 =++=b ， 

 29180118 =++=b ， 47291809 =++=b ， 

 9447291810 =++=b ， 17094472911 =++=b ， 

 311170944712 =++=b ， 013 =b ， 

 481031117014 =++=b ， 792481031115 =++=b ， 

 1273792481016 =++=b ， 2546127379248117 =++=b ， 

 46112546127379218 =++=b ， 

 019 =b ，   715704611254620 =++=b 。 

 故不同的方法數為 7157。 

 

 


