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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

解幾 – 點與直線 

 

 

摘要 

 
 1. 直線方程： 

   0=++ CByAx  或 cmxy +=  

   式中斜率為 m 或 
B

A− ，y軸截距為 c 或 
B

C− 。 

2. 兩點距離、斜率、傾角計算： 

 若 ),(),,( 2211 yxByxA  則 

  (a) 2
21

2
21 )()( yyxxAB −+−=  

  (b) 
21

21tan
xx

yy
mAB −

−== θ  

 3. 認識兩直線平行、垂直及重叠的條件： 

  設兩直線為 0111 =++ CyBxA 、 0222 =++ CyBxA  

  (a) 兩直線平行不重叠的條件為斜率相等，但 y軸截距不相等或 

   
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
≠=  

  (b) 兩直線重叠的條件為斜率相等，且 y軸截距相等或 

   
2

1

2

1

2

1

C

C

B

B

A

A
==  

  (c) 兩直線垂直的條件為斜率乘積為 -1 或 

   02121 =+ BBAA  

4.  兩直線交點坐標的計算。  

5. 分點公式的運用： 

 若 ),( yxR  在 AB 上且有 
s

r

RB

AR = ，則 

  
rs

rysy
y

rs

rxsx
x

+
+

=
+
+

= 2121 ,  

 



「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

2 

拾例 

 
1. 設 P 點在 y 軸上，且使 P 點到 )9,1(−A  及 )1,6( −B  的距離相等。求 P 

 點的坐標。 

答： 設 ),0( yP ， 

 22 )9()10( −++ y  = 22 )1()60( ++− y  

 81181 2 +−+ yy  = 1236 2 +++ yy  

 y20    = 45 

 y   = 
20

45
 = 

4

9
 

 所以 )
4

9
,0(P 。 

 

2. 在坐標平面上，若 x 軸、y 軸與直線 12163 =+ yx  所圍成的三角形的面

積是 b 平方單位，求 b 的值。 (HKMO 2008/09 決賽個人) 

答： 12163 =+ yx  的 x 軸截距為 4
3

12 = ，y 軸截距為 
4

3

16

12 = 。 

 所以 b  = )
4

3
)(4(

2

1
 = 

2

3
。 

 

3. 求直線 01243 =−− yx  的傾角的角平分線所在的直線的方程。 

答： 原直線與 x 軸相交於 (4,0) 

 設原直線的傾角為 a2 ，則 
4

3
2tan =a 。 

 
a

a
2tan1

tan2

−
  = 

4

3
 

 3tan8tan3 2 −+ aa  = 0 

 )3)(tan1tan3( +− aa  = 0 

 
3

1
tan =a  或 3tan −=a  (捨去) 

 所以角平分線所在的直線的方程為 

  
4

0

−
−

x

y
  = 

3

1
 

  43 −− yx  = 0 
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4. 已知 )1,5(),4,6( −−BA 。設 C 內分 AB  3:2 及 D 外分 AB 3:2，求 C, D  

 坐標。 

答： C = )
32

3)1(24
,

32

3)5(26
(

+
×−+×

+
×−+×

 = )1,
5

3
(−  

 D = )
32

3)1(24
,

32

3)5(26
(

−
×−−×

−
×−−×

 = )11,27( −− 。 

 

5. (a) 若方程 532 =+ yx  及 53 =+ ayx  表示一對平行的直線，求 a 的 

  值。 

 (b) 若方程 532 =+ yx  及 53 =+ byx  表示一對垂直的直線，求 b 的 

  值。 

答： (a) 由於兩直線平行，所以 
2

3

3
=a

，即 
2

9

2

33 =×=a 。 

 (b) 由於兩直線平行，所以 1)
3

()
3

2
( −=−×−

b
，即 2

1

2 −=
−

=b 。 

 

6. 設 ABCD 為平行四邊形，其中三頂點 A, B, C 的坐標分別為 (-1,0)、

 (3,1)、(0,4)，求頂點 D 的坐標。 

答： 設 ),( yxD ， 

 由於平行四邊形對角線互相平分，故設兩對角線交點為 M。 

 M = )
2

40
,

2

01
(

++−
 = )2,

2

1
(−  

 另  
2

1

2

3 −=+x
，得 4−=x ； 

2

3

2

1 =+y
，得 2=y ， 

 所以 )2,4(−D 。 

 

7. 已知三點 A(1, 3), B(4, 9) 及 C(2, D) 共線，求 D。 

 (HKMO 1986/87 決賽團體) 

答： 由於三點共線，所以 

  ABm   = BCm  

  
14

39

−
−

  = 
24

9

−
−D

 

  2−   = 
2

9−D
 

  -4  = 9−D  

  D  = 5 
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8. 如果下列三條直線相交於一點，求 c 的值。 

 01966:1 =−+ yxL ， 01218:2 =++ cyxL ， 0832:3 =−+ yxL  

答： 解 




=−+
=−+

0832

01966

yx

yx
，得交點坐標為 )

3

5
,

2

3
( 。 

 代 )
3

5
,

2

3
( 入 2L ，得 47)

3

5
(12)

2

3
(18 −=−−=c 。 

 

9. 求以 )7,1(A 、 )1,7(−B  為端點的垂直平分線方程。 

答： 解法一： 

  AB 的中點為 )
2

17
,

2

71
(

+−
  = )4,3(− 。 

 AB 的斜率為 
17

71

−−
−

  = 
4

3
。 

 所以垂直平分線的方程為  
3

4

+
−

x

y
  = 

4

3
1÷−  

 
3

4

+
−

x

y
  = 

3

4−  

 yx 34 +  = 0 

解法二： 

 設 ),( yxP  為垂直平分線的一點， 

 則 PA    = PB 

  22 )7()1( −+− yx   = 22 )1()7( −++ yx  

  491412 22 +−++− yyxx  = 124914 22 +−+++ yyxx  

  yx 34 +    = 0 

   

10. 若某常數 k 使 0464 22 =+−+− kyxyx  表示兩直線，求該兩直線交點的

 坐標。 

答： 設 )2)(2(464 22 byxayxkyxyx +−++=+−+− ， 

 比較系數得：








=
−=+−

=+

kab

ba

ba

422

6

，解聯立方程得 2,4 == ba ， 

 即 8)2)(4( ==k 。 

 所以 )22)(42(8464 22 +−++=+−+− yxyxyxyx 。 

 即兩直線為 03 =−+ yx  及 01 =+− yx ， 

 故所求交點為 




=+−
=++

022

042

yx

yx
， 

 解得 
2

1
,3 −=−= yx ，故交點坐標為 )

2

1
,3( −− 。 
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淺問 

 
1. 已知三點 A(-8,6) 、 B(-2,1) 及 ),4( cC  共線，求 c。 

 (HKMO 1988/89 初賽個人) 

 

2. 設 P 點在 y 軸上，且使 P 點到 )4,2(−A  及 )3,5( −B  的距離相等。求 P 

 點的坐標。 

 

3. 若點 Q 與 P(0,1)、 R(7, 2) 及 x 軸等距離，求點 Q 的坐標。 

 

4. 對於任何數值 m ，直線 22 ++= mmxy  必經過一點 P。求 P 點坐標。 

 (HKMO 1995/96 初賽個人) 

 

5. 求直線 024 =−+ yx  與兩條坐標軸所圍成的三

 角形面積。 (HKMO 1998/99 初賽團體) 

 

6. 右圖中，已知 OABC 為一平行四邊形。 

 (a) 求 a。  (b) 求 b。 

 (c) 求 OABC 的面積。 (d) 求 θtan  

 (HKMO 1991/92 決賽團體) 

 

7. A, B, C, D 三點的坐標依次是 (10,1), (1,7), (-2, 1) 及 (1,3)。AB 與 

 CD 相交於 P。求 
PB

AP
 的值。 (HKMO 1989/90 初賽團體) 

 

8. 已知直線 0)1()1(: 2
1 =−+−+ ayaxl  及 直線 062:2 =++ yaxl ，依下列條

 件，求 a 的值。 

 (a) 21 // ll    (b) 21 ll ⊥  

 

9. 若直線 03)4()252( 222 =+−++− ayaxaa  與 x 軸平行，求 a 的值。 

 

10. 已知三點 (4, -2), (1, -3), (2, 1) 是三角形三條邊的中點，求該三角形

的三個頂點的坐標。 

 

11. 求下列二次方程所代表的兩直線的交點坐標： 

 (a) 020226 22 =−++−− yxyxyx  

 (b) 03236894 22 =−−−− yxyx  
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詳答 

 
1. 因 AB 的斜率與 BC 的斜率相等， 

 
28

16

+−
−

 = 
24

1

+
−c

 

 
6

5

−
  = 

6

1−c
 

 1−c   = -5 
 c  = -4 
 註： 此題解法眾多，以距離、方程、分點亦可。 
 
2. 答： 設 ),0( yP ， 

 22 )4()20( −++ y  = 22 )3()50( ++− y  

 1684 2 +−+ yy  = 9625 2 +++ yy  

 y14    = -14 

 y   = -1 

 所以 )1,0( −P 。 

  

3. 設 ),( yxQ ，則 22 )1( −+ yx  = 22 )2()7( −+− yx  = 
2

y  

 22 )1( −+ yx   = 22 )2()7( −+− yx  

 1222 +−+ yyx  = 5341422 +−−+ yxyx  

 y   = x726 −  … (1) 

 22 )1( −+ yx   = 2y  

 1222 +−+ yyx  = 2y  

 122 +− yx   = 0  … (2) 

 代 (1) 入 (2)， 

 1)726(22 +−− xx  = 0 

 51142 −+ xx   = 0 

 )3)(17( −+ xx  = 0 

 解得 )5,3(Q  或 )145,17(−Q 。 

 
4. 令 0=m ，得直線 2=y ； 
 令 1=m ，得直線 4+= xy ； 

 解二式得 2,2 =−= yx ，故 P 坐標為 (-2, 2)。 
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5. 代 0=x  入 024 =−+ yx ，得 
2

1=y ，即該直線的 y 軸截距為 
2

1
； 

 代 0=y  入 024 =−+ yx ，得 2=x ，即該直線的 x 軸截距為 2； 

 故三角形面積為 
2

1
2

2

1 ××  = 
2

1
。 

 

6. (a) OC 的 x 坐標相差 12，所以 AB 亦是。 8124 −=−=a 。 

 (b) OA 的 y 坐標相差 9，所以 BC 亦是。 1091 =+=b 。 

 (c) OA = 22 )08()09( −−+−  = 145   

  OA 的方程為 
9

8−=
x

y
， 098 =+ yx 。 

  B 至 OA 的距離 = 
22 98

)4(9)10(8

+

+
 = 

145

116
 

  所以平行四邊形面積 

     = 
145

116
145 ×  = 116 

 (d)  OB = 22 )010()04( −+−   = 116  

  OC = 22 )01()012( −+−   = 145  

  面積 = θsin×× OCOB   = θsin145116 ×  

  116 = θsin145116 ×  

  θsin  = 
145

116
  

  θcos  = 2)
145

116
(1 −    = 

145

29
 = 

5

1
 

  θtan  = 5
145

116 ×    = 4  = 2 

  (註：亦可求 OC 和 OB 的斜率，再計算兩線夾角。) 
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7. AB 的方程： 
1

7

−
−

x

y
  = 

110

71

−
−

 

   
1

7

−
−

x

y
  = 

3

2−
 

   )7(3 −y  = )1(2 −− x  

   213 −y  = 22 +− x  

   2332 −+ yx  = 0 ...(1) 

 CD 的方程： 
1

3

−
−

x

y
  = 

12

31

−−
−

 

   
1

3

−
−

x

y
  = 

3

2
 

   )3(3 −y  = )1(2 −x  

   93 −y   = 22 −x  

   732 +− yx  = 0 ...(2) 

 解 (1), (2)，得 P(4,5)。 即 
PB

AP
 = 

14

410

−
−

  = 2。 

 

8. )1(
1

:1 +−
−

= a
a

x
yl ， 3

2
:2 −−= x

a
yl ，所以兩線的斜率分別為 

2
,

1

1 a

a
−

−
。 

(a) 當 1=a 時，兩線不平行。 

 當 1≠a  時，
21

1 a

a
−=

−
， 

 即 022 =−− aa ，解得 1−=a  或 2=a  (捨去)。 

(b) 當 1=a 時，兩線不垂直。 

 當 1≠a  時， 1)
2

(
1

1 −=−×
−

a

a
，即 aa 22 −= ，解得 

3

2=a  

 

9. 即 




≠−
=+−

04

0252
2

2

a

aa
， 

 即 






±≠

=

2
2

1
,2

a

a
， 所以得 

2

1=a 。 
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10. 設該三角形的三頂點分別為 ),(),,(),,( 332211 yxyxyx ， 

   














=
+

=
+

=
+

2
2

1
2

4
2

13

32

21

xx

xx

xx

   及  














=
+

−=
+

−=
+

1
2

3
2

2
2

13

32

21

yy

yy

yy

 

  即 








=+
=+
=+

4

2

8

13

32

21

xx

xx

xx

  及  








=+
−=+
−=+

2

6

4

13

32

21

yy

yy

yy

 

 把兩組三式各相加，得 

   7321 =++ xxx   及  4321 −=++ yyy  

 解得 1,3,5 321 −=== xxx   及 0,6,2 321 =−== yyy  

 所以該三角形的三個頂點坐標為 (5,2), (3, -6), (-1, 0)。 

 

11. (a) 設 20226 22 −++−− yxyxyx  = )3)(2( byxayx +−++  

  比較系數，得 








−=
=+−

=+

20

2223

1

ab

ba

ba

，解得 5,4 =−= ba 。 

  所以 )53)(42(20226 22 +−−+=−++−− yxyxyxyxyx  

  即兩直線為 042 =−+ yx  及 053 =+− yx 。 

  




=+−
=−+

053

042

yx

yx
，解得 

5

9
,

5

2 == yx ，即交點坐標為 )
5

9
,

5

2
( 。 

   

 (b) 設 03236894 22 =−−−− yxyx  = )32)(32( byxayx +++−  

  比較系數，得 








−=
−=−
−=+

32

12

4

ab

ba

ba

，解得 4,8 =−= ba 。 

  所以 )432)(832(3236894 22 ++−−=−−−− yxyxyxyx  

  即兩直線為 0832 =−− yx  及 0432 =++ yx 。 

  




=++
=−−

0432

0832

yx

yx
，解得 2,1 −== yx ，即交點坐標為 )2,1( − 。 

 

 

 


