
「噢！數？」周浩然 http://goodprimes.eu5.org/ 
 

1 

「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

解幾 – 圓的解析 

 

摘要 

 
1. 認識圓的方程。若圓心 ),( baA  及半徑 r，則圓方程為 

   222 )()( rbyax =−+−  或 022 =++++ FEyDxyx  

   其中 FEDr
E

b
D

a 4
2

1
,

2
,

2
22 −+=−=−= 。 

 2. 利用三點坐標或三邊方程求該三角形的外接圓方程。 

 3. 切線方程： 

  (a) 設 ),( 00 yxP  在圓上，過 P 點的切線方程為 

   2
00 ))(())(( rbybyaxax =−−+−−  或 

   0
22

00
00 =+

+
+

+
++ F

yy
E

xx
Dyyxx  

  (b) 設 ),( 00 yxP  在圓外，且過 P 點的切線的切點為 R，則有 

   FEyDxyxrbyaxPR ++++=−−+−= 00
2

0
2

0
22

0
2

0 )()(   

  (c) 利用重根條件計算給定斜率的切線方程。 

 4. 計算點圓距離： 

  設點與圓心距離為 d，圓半徑為 r。 

  最小距離為 dr − ，最大距離為 dr + 。   

 5. 計算線圓距離： 

  設線與圓心距離為 d，圓半徑為 r。 

  (a) 若直線與圓沒有交點， 

   則最小距離為 rd − ，最大距離為 dr + 。 

  (b) 若直線與圓有交點， 

   則最小距離為 0，最大距離為 dr + 。 
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 6. 判定兩圓公切線的數目： 

   若兩圓圓心距離為 d，則半徑為 21 , rr  

  (a) 12 rrd −< ，外公切線 = 0，內公切線 = 0 

  (b) 12 rrd −= ，外公切線 = 1，內公切線 = 0 

  (c) 2112 rrdrr +<<− ，外公切線 = 2，內公切線 = 0 

  (d) 21 rrd += ，外公切線 = 2，內公切線 = 1 

  (e) 21 rrd +> ，外公切線 = 2，內公切線 = 2 

 7. 運用軌跡法求圓的方程、半徑、圓心坐標。 

 8. 計算圓內最值問題。 
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拾例 

 
1. 求以 (9, -7) 為圓心且與 y 軸相切的圓的方程。 

答： 該圓半徑為 9，即方程為 22 )7()9( ++− yx   = 29  

      49148118 22 ++++− yyxx  = 81 

      49141822 ++−+ yxyx  = 0。 

 

2. 求以 (1,9) 及 (7,4) 為直徑兩端的圓的方程。 

答： 解法一： 

  圓心在 )
2

49
,

2

71
(

++
   = )

2

13
,4(  

  半徑長 22 )
2

13
9()41( −+−   = 

2

61
  

  方程為 22 )
2

13
()4( −+− yx   = 

4

61
 

    
4

169
13168 22 +−++− yyxx = 

4

61
 

    4313822 +−−+ yxyx  = 0 

 解法二： 

  設 ),( yxP 在圓上，則由直徑兩端點與 P 連線互相垂直。 

  故 
7

4

1

9

−
−×

−
−

x

y

x

y
   = -1 

   )4)(9( −− yy    = )7)(1( −−− xx  

   )4)(9()7)(1( −−+−− yyxx  = 0 

   361378 22 +−++− yyxx  = 0 

    4313822 +−−+ yxyx  = 0 
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3. 過點 P(-1, -1) 作圓 25)8()10(: 22 =−+− yxC  的兩條切線，切點分

別在 A, B 求過圓心 O、A、B 三點的圓的方程。 

答： 定圓圓心在 (10, 8)。 

  由於 P、O、A、B 四點共圓，且以  PO 為直徑， 

 設 ),( yxM 在圓上，則 MOMP ⊥ 。 

 故 
10

8

1

1

−
−×

+
+

x

y

x

y
   = -1 

  )8)(1( −+ yy    = )10)(1( −+− xx  

   )8)(1()10)(1( −++−+ yyxx = 0 

   87109 22 −−+−− yyxx  = 0 

   187922 −−−+ yxyx  = 0 

 

4. (a) 求圓 922 =+ yx  上的點到圓外點 )1,4( −  的距離的最小值。 

 (b) 求圓 922 =+ yx  上的點到圓內點 )1,1( −  的距離的最小值。 

答： (a) 圓心在 (0,0)，半徑為 3。 

  定點至圓心的距離 = 22 )01()04( −−+−  = 17 。 

  故距離的最小值為  317 − 。 

 (b) 圓心在 (0,0)，半徑為 3。 

  定點至圓心的距離 = 22 )01()01( −−+−  = 2 。 

  故距離的最小值為  23 − 。 

 

5. 求圓 9: 22
1 =+ yxC  上的點 A及圓  03003020: 22

1 =+−−+ yxyxC 上的

 點 B 的距離的最大值。 

答： 1C  的圓心在 (0,0)，半徑為 3。 

 2C ： 2253010020 22 +−++− yyxx  = 25 

  22 )15()10( −+− yx    = 25  

 1C  的圓心在 (10,15)，半徑為 5。 

 故兩圓圓心距離 = 22 )015()010( −+−  = 325  

    = 135 。 

 故 AB 距離的最大值 = 53135 ++    = 1358 + 。 
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6. A(3,-4) 在圓 2522 =+ yx  上，求在該點上的切線方程。 

答： 圓心為原點，故圓心至切點的半徑斜率為 
3

4

03

04 −=
−
−−

。 

 由於半徑垂直於切線，故得切線方程為 
3

4

−
+

x

y
  = 

4

3
 

        164 +y  = 93 −x  

        2543 −− yx  = 0 

 

7. 求從點 (7,3) 向圓 922 =+ yx  發的非水平切線方程。 

答： 設切線方程為 cmxy += ， 

 即得 37 =+ cm  及 

  9)( 22 −++ cmxx    = 0 

  92 2222 −+++ cmcxxmx   = 0 

  )9(2)1( 222 −+++ cmcxxm   = 0 

 由於切線關係，上式 0=∆ ， 

  )9)(1(4)2( 222 −+− cmmc   = 0 

  222222 3636444 mcmccm ++−−  = 0 

  99 22 +− cm     = 0 

 代 mc 73 −=  入上式，得 

  9)73(9 22 +−− mm    = 0 

  9494299 22 +−+− mmm   = 0 

  24042 mm −     = 0 

  22021 mm −  

 解得 0=m  (捨去) 或 
20

21=m 。 

 取 
20

21=m ，切線方程為 
7

3

−
−

x

y
  = 

20

21
 

     6020 −y  = 14721 −x  

     872021 −− yx = 0。 

 

8. 已知 P(6,4)。 求 PQ 其中 PQ 為 與圓 522 22 =+ yx  相切於 Q 的線段。 

答： 圓方程即 0
2

522 =−+ yx  

 PQ = 
2

5
)4()6( 22 −+  = 

2

99
 = 

2

198
 

   = 
2

223
。 
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9. 求圓 0962: 22
1 =++++ yxyxC  及圓 0126: 22

2 =++−+ yxyxC  的所有公

 切線的方程。 

答： 1C ： 9612 22 +++++ yyxx  = 1 

  22 )3()1( +++ yx   = 1 

  故 1C  的圓心 1O  在 (-1, -3)，半徑 1r  為 1。 

 1C ： 1296 22 ++++− yyxx  = 9 

  22 )1()3( ++− yx   = 9 

  故 1C  的圓心 2O  在 (3, -1)，半徑 1r 為 3。 

 兩圓心距離 = 22 )31()13( +−++  = 20  

 半徑之和 = 13 +    = 4 

 由於兩圓心距離 > 半徑之和，故兩圓共有兩條外公切線和兩條內公切線。 

 外公切線的交點 M 為兩圓圓心連線的外分點， 

 即 
2

1

MO

MO
 = 

2

1

r

r
−  = 

3

1−  

   )
13

)1)(1()3)(3(
,

13

)1)(3()3)(1(
(

−
−−+−

−
−+−

M  

  = )4,3( −−M  

 設外公切線斜為 k 

 則 
3

4

+
+

x

y
   = k 

  )43( −+− kykx  = 0 

 由 1O  至外公切線的距離為 1， 

 所以 
21

43)3()1(

k

kk

+

−+−−−
 = 1 

  12 −k     = 21 k+±  

  144 2 +− kk    = 21 k+  

  kk 43 2 −    = 0 

 解得 0=k   或 
3

4=k  

 即外公切線為 0)403()0( =−×+− yx ， 即 04 =+y 。 

  或  0)4
3

4
3()

3

4
( =−×+− yx ， 即 034 =− yx 。 
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9.(續)  

 內公切線的交點 N 為兩圓圓心連線的內分點， 

 即 
2

1

NO

NO
 = 

2

1

r

r
 = 

3

1
 

   )
13

)1)(1()3)(3(
,

13

)1)(3()3)(1(
(

+
−+−

+
+−

N  

  = )
2

5
,0( −N  

 設內公切線斜為 k 

 則 
0
2

5

−

+

x

y
   = k 

  
x

y

2

52 +
  = k 

  522 −− ykx   = 0 

 由 2O  至外公切線的距離為 3， 

 所以 
22 )2(2

5)1(2)3(2

k

k

+

−−−
  = 3 

  36 −k     = 2443 k+±  

  93636 2 +− kk   = 23636 k+  

  2736 +k    = 0 

 解得 
4

3−=k 。 

 即內公切線為 52)
4

3
(2 −−− yx ， 即 01043 =++ yx 。 

 另一內公切線的斜率為無定義，即該公切線為 0=x 。 
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10. 設 P 為定圓 0126422 =++++ yxyx  上任意一點，O 為原點。在 PO 的

 延線上取 Q 點，使 PO:OQ = 2:1，求 Q 點的軌跡方程。 

答： 定圓： 9644 22 +++++ yyxx  = 1 

   22 )3()2( +++ yx   = 1 

 定圓圓心在 (2,3)，半徑為 = 1。 

 這是以原點作消失點，按反向 
2

1
 縮小。 

 所以 Q 的軌跡方程的圖像亦是圓。 

 是故新圓心在 ))
2

1
(3),

2

1
(2( −×−×  = )

2

3
,1( −− ， 

 新半徑在 = 
2

1
1×   = 

2

1
。 

 故點 Q 的軌跡方程為 22 )
2

3
()1( +++ yx    = 

4

1
 

     
4

9
312 22 +++++ yyxx   = 

4

1
 

     23222 ++++ yxyx    = 0 

 

 

數學家是一個在黑暗房間找尋不存在的黑

貓的盲人。 

 

 

英國自然學家   

達爾文 (1809-1882)
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淺問 

 
1. 求下列圓的圓心和半徑： 

 (a) 04922 =−+ yx    (b) 0126422 =−−−+ yxyx  

 

2. 求以 (4,23) 為圓心且與 y 軸相切的圓的方程。 

 

3. 求過 A(1, -1)、 B(-1, 1) 且圓心在 02 =−+ yx  上的圓的方程。 

 

4. 求以 (-1,-4) 及 (5,2) 為直徑兩端點的圓的方程。 

 

5. 求過點 (4,3), (5,2), (1,0) 的圓的方程。 

 

6. 求圓心為 (1,2) 且與直線 07125 =−− yx  相切的圓的方程。 

 

7. 已知 cxy += 2  為圓 522 =+ yx  的切線，求 c 的值。 

 

8. 求下列情況下，從圓外點 P 點引至圓 C 的切線長： 

 (a) P(0,7)   9)2()3(: 22 =−++ yxC  

 (b) P(-1,-2) 054322: 22 =−−−+ yxyxC  

 

9. 從 P(a, 3) 向圓 1)2()2( 22 =+++ yx  作切線，求切線長的最小值。 

 

10. 求下列兩圓的公切線數目： 

(a) 025: 22
1 =−+ yxC 、 04014: 22

2 =+−+ xyxC  

(b) 064: 22
1 =−+ yxC 、 0166: 22

2 =−−+ yyxC  

 

11. 已知圓 16)1()2( 22 =++− yx  的一條直徑通過直線 032 =−− yx  被圓所

 截弦的中點，求該直徑的直線方程。 

 

12. 已知實數 yx,  滿足 0204222 =−+−+ yxyx ，求 22 yx +  的最小值。 

 

13. Q 為圓 029610 22 =+++− yyxx  上的一點使其與 P(-1,-6) 的距離最

 遠。求 P、Q 兩點的距離。 (FWMT-S 2003) 

 

14. 點 P 在圓 014222 =++−+ yxyx 上，點 Q 在圓 092622 =+−++ yxyx  

 上。設兩點的距離的最大值為 a 和最小值為 b，求 ab  的值。 
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詳答 

 
1. (a) 04922 =−+ yx  

  222 7)0()0( =−+− yx  

  所以 圓心在 (0,0) 半徑 = 7。 

 (b) 0126422 =−−−+ yxyx  

  222 5)3()2( =−+− yx  

所以 圓心在 (2,3) 半徑 = 5。 

 

2. 圓與 y 軸相切，即半徑 = 4。 

 故圓的方程為 22 )23()4( −+− yx   = 24  

    52946168 22 +−++− yyxx = 16 

    52946822 +−−+ yxyx  = 0 

 

3. 設圓心在 (a, b)， 

 




−++=++−
=−+

2222 )1()1()1()1(

02

baba

ba
，即 





=
=−+

ba

ba 02
， 

故得 1== ba 。 

半徑為 22 )11()11( ++−  = 2 

所以該圓方程為 4)1()1( 22 =−+− yx ，即 022222 =−−−+ yxyx 。 

 

4. 解法一： 

  圓心在 )
2

24
,

2

51
(

+−+−
  = (2,-1) 

  半徑長 22 )41()12( +−++   = 18   

  方程為 22 )1()2( ++− yx   = 18 

    1244 22 ++++− yyxx  = 18 

    132422 −+−+ yxyx  = 0 

 解法二： 

   設 ),( yxP 在圓上，則由直徑兩端點與 P 連線互相垂直。 

   故 
5

2

1

4

−
−×

+
+

x

y

x

y
   = -1 

    )2)(4( −+ yy    = )5)(1( −+− xx  

    )2)(4()5)(1( −++−+ yyxx  = 0 

    8254 22 −++−− yyxx  = 0 

     132422 −+−+ yxyx  = 0 
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5. 設該圓方程為 022 =++++ FEyDxyx ，則有 









=++
=++++
=++++

01

025425

034916

FD

FED

FED

， 

兩式相減得 




=++
=−+

0214

04

ED

ED
，解得 





−=
−=

2

6

E

D
，代入後得 5=F 。 

 

6. 圓的半徑 = 
22 125

7)2(12)1(5

+

−−
 = 2 

 所以該圓方程為 22 )2()1( −+− yx  = 22  

    14222 +−−+ yxyx  = 0 

7. 解法一： 

  522 =+ yx  

  圓心為 (0,0)，半徑 = 5  

  圓心至直線的距離為 
22 12

)0()0(2

+

+− c
 = 5  

      c   = 5±  

 解法二： 

  代直線入圓，得 5)2( 22 −++ cxx   = 0 

     544 222 −+++ ccxxx  = 0 

     )5(45 22 −++ ccxx   = 0 

  由於相切，只有一交點，即上式的 0=∆  

     )5)(5(4)4( 22 −− cc   = 0 

     1002016 22 +− cc   = 0 

     24c     = 100 

     C    = 5±  

 

8. (a) 切線長 = 9)27()30( 22 −−++   

    = 25   = 5。 

 (b) 圓方程可改寫成 0
2

5
2

2

322 =−−−+ yxyx  

  切線長 = 
2

5
)2(2)1(

2

3
)2()1( 22 −−−−−−+−  

    = 8   = 22 。 
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9. 切線長 1)23()2( 22 −+++a  = 24)2( 2 ++a  

 故切線長的最小值 = 24  = 62   

  

10. (a) 025: 22
1 =−+ yxC    222 5)0()0( =−+− yx  

  圓心在 (0,0)，半徑為 5。 

04014: 22
2 =+−+ xyxC   222 3)0()7( =−+− yx  

  圓心在 (7,0)，半徑為 3。 

兩圓心距離 = 22 )00()07( −+−  = 7 

半徑之和 = 5 + 3   = 8 

半徑之差 = 5 – 3  = 2 

由於半徑之差 < 兩圓心距離 < 半徑之和，故公切線數目 為 2。 

(b) 064: 22
1 =−+ yxC    222 8)0()0( =−+− yx  

  圓心在 (0,0)，半徑為 8。 

0166: 22
2 =−−+ yyxC   222 5)3()0( =−+− yx  

  圓心在 (0,3)，半徑為 5。 

兩圓心距離 = 22 )30()00( −+−  = 3 

半徑之和 = 8 + 5   = 13 

半徑之差 = 8 – 5  = 3 

由於半徑之差 = 兩圓心距離，故公切線數目 為 1。 

 

11. 圓心在 (2, -1)。 

 因直徑垂直於弦，所以直線方程為 02 =++ cyx ，代圓心入直線方程得 

 0)1()2(2 =+−+ c ， 3−=c 。所以直徑方程為 032 =−+ yx 。 

 

 所以該圓方程為 052622 =+−−+ yxyx 。 

 

12. 204222 −+−+ yxyx  = 0 

 )44()12( 22 ++++− yyxx  = 4120 ++  

 22 )2()1( ++− yx   = 25  

 所以該方程為一以 (1, -2) 作圓心，半徑為 5 的圓形。 

 由於原點至圓心距離 = 22 )2(1 −+  = 5  < 5 

 所以原點在圓內，而原點至圓的最小距離為  55 − ， 

 所以 22 yx +  的最小值為 2)55( −   = 551025 +−   

        = 51030 −  
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13. 029610 22 =+++− yyxx ，即 5)3()5( 22 =++− yx  

 故圓心在 (5, -3)，半徑為 5 。 

 P 與圓心距離 22 )63()15( +−++  = 45   = 53 。 

 故 P 在圓外， 且 PQ   = 553 +  = 54 。 

 

14. 14222 ++−+ yxyx   = 0 

 22 )2()1( ++− yx   = 22  

 此圓的圓心為 (1, -2)，半徑為 2。 

 92622 +−++ yxyx   = 0 

 22 )1()3( −++ yx   = 1 

 此圓的圓心為 (-3, 1)，半徑為 1。 

 兩圓心距離   = 22 )12()31( −−++  = 5 

 即此兩圓相分離， 

 故兩點距離的最大值 a = 125 ++   = 8 

 故兩點距離的最小值 b = 125 −−   = 2 

 所以 ab  = 28×  = 16。 

  

A mathematician is a blind man in a 
dark room looking for a black cat which 
isn't there. 

 

Charles Darwin (1809-1882) 

 


