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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

解幾 – 參數方程與極坐標 

 

摘要 

 
 1. 普通方程及參數方程的轉化。 

 2. 直線、圓、橢圓、雙曲線、拋物線等的參數方程： 

  (a) 直線 - 一次參數方程 

  (b) 圓 - 




+=
+=

tryy

trxx

sin

cos

0

0  

  (c) 橢圓 - 




+=
+=

tbyy

taxx

sin

cos

0

0  

  (d) 雙曲線- 




+=
+=

tbyy

taxx

sec

tan

0

0   或 




+=
+=

tbyy

taxx

tan

sec

0

0  

  (e) 拋物線- 




+=
+=

ptyy

ptxx

2

2

0

2
0   或  





+=
+=

2
0

0

2

2

ptyy

ptxx
 

 3. 運用參數方程解決軌跡問題。 

 4. 極坐標與直角坐標之間的互換： 

  (a) 







=

+=
− )(tan 1

22

x

y
yxr

θ
 

  (b) 




=
=

θ
θ

sin

cos

ry

rx
 

 5. 運用餘弦定理計算極坐標中兩點的距離。 
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拾例 

 
1. 試把 )270,4( °  化成直角坐標。 

答： 




°=
°=

270sin4

270cos4

y

x
， 










−×=

×=

)
2

1
(4

2

3
4

y

x
 即 





−=
=

2

32

y

x
。 

 

2. 試把 








+
+=
+
−=

t

t
y

t

t
x

1

41
1

32

 轉為普通方程。 

答： 








+
−=

−
+

=

t
y

t
x

1

3
4

3
1

5

，即 








+
=−

+
=+

t
y

t
x

1

3
4

1

5
3

， 0)4(5)3(3 =−−+ yx  

 所以 1153 =+ yx ，其中 3−≠x 。 

 

3. 試把 




=
=

ty

tx

cos2

sin
 轉為普通方程。 

答： 






=
=

2
cos

sin 2

y
t

xt
，由於 1cossin 22 =+ tt ，所以 1

4

2
4 =+ y

x ， 

 即 044 24 =−+ yx 。 
 

4. 試把 




−=
+=

tty

tx
42

2

sinsin

cos1
 轉為普通方程。 

答： y = )sin1(sin 22 tt −  = )cos1(cos 22 tt −  

 所以  1cos2 −= xt ， 

 即 y = )11)(1( +−− xx  = 22 −+− xx  (其中 21 ≤≤ x ) 
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5. 求直線 




=
+−=
ty

tx 23
 被 522 =+ yx  所截得的弦長。 

答： 該直線方程為 yx 23 +−= ，代入圓方程，得 

 22)23( yy ++−  = 5 

 224129 yyy ++−  = 5 

 4125 2 +− yy   = 0 

 若兩交點坐標分別為 ),(),,( 2211 yxyx ， 

 則 








=

=+

5

4
5

12

21

21

yy

yy
。 

 弦長 = 2
21

2
21 )()( yyxx −+−   

  = 2
21

2
21 )()3232( yyyy −++−−  

  = 2
21

2
21 )()22( yyyy −+−   = 2

21 )(5 yy −  

  = 21
2

21 20)(5 yyyy −+    

  = )
5

4
(20)

5

12
(5 2 −    = 16

5

144 −  

  = 
5

64
     = 

5

58
。 

 

6. 試以參數方程表示直線 0543 =−+ yx 。 

答： 所求的方程為 






−=
=

4

35 t
y

tx
 或 





−=
−=

ty

tx

35

54
 

 

 

7. 試以參數方程表示一圓心在 )4,3( − ，半徑為 5 的圓的方程。 

答： 所求的方程為 




+−=
+=

ty

tx

sin54

cos53
。 

 

8. 若 )210,4(),30,3( °° BA ，求 AB。 

答： AB = 43 +  = 7。 
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9. 若 )210,4(),150,3( °° BA ，求 AB。 

答： AB = °−+ 60cos)4)(3(243 22  = )
2

1
)(4)(3(243 22 −+  

  = 13。 

 

10. 已知 )330,5(),180,4(),30,3( °°° CBA ，求 ABC∆  的面積。 

答： 由於原點在三角形內， 

 AOB∆  的面積 = )30180sin()4)(3(
2

1 °−°   

    = °150sin)4)(3(
2

1
 = 3 

 BOC∆  的面積 = )180330sin()5)(4(
2

1 °−°  

    = °150sin)5)(4(
2

1
 = 5 

 COA∆  的面積 = )3030sin()3)(5(
2

1 °+°  

    = °60sin)3)(5(
2

1
 = 

4

315
 

 故總面積為  = 
4

315
53 ++   = 

4

31532 +
 

在我看來，一個人如果要在數學上有所進

步，他必須向大師們學習，而不應向徒弟

們學習。 

挪威數學家 

阿貝爾  

(Niels Henrik Abel 1802-1829) 
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淺問 

 
1. 試把下列普通方程轉為參數方程： 

 (a) 234 += xy    (b) 100)3()1( 22 =++− yx  

 (c) 194 22 =− yx    (d) xy 202 =  

 

2. 試把下列參數方程轉為普通方程： 

 (a) 




+=
−=

ty

tx

23

14
   (b) 





=
−=
ty

tx

sin2

3cos
 

 (c) 




−=
+=

4tan

4sec

ty

tx
   (d) 









−=

+=

t
ty

t
tx

1

1

 

 

3. 求雙曲線 




=
=

ty

tx

sec23

tan32
 的焦點和漸近線方程。 

 

4. 若曲線 C 的參數方程是 




=
=

ay

ax

sin2

cos2
， 

3

2

4

ππ ≤≤− a ，求曲線的長度。 

 

5. 試把 )
cos1

sin
,

cos1

cos
(),(

t

t

t

t
yx

++
=  轉為普通方程。 

 

6. 試把下列直角坐標轉換為極坐標： 

 (a) (10, 10)   (b) )2,2( −  

 (c) (-7, 0)   (d) )1,3( −−  

 

7. 試把下列極坐標轉換為直角坐標： 

 (a) )60,3( °    (b) )150,4( °  

 (c) )270,5( °    (d) )345,6( °  

 

8. 試求下列兩點的距離： 

 (a) )30,1( °  和 )210,8( °   (b) )60,2( °  和 )120,7( °  

 (c) )90,3( °  和 )330,6( °   (d) )225,4( °  和 )225,5( °  

 

9. 已知 )90,9(),60,6(),30,3( °°° CBA ，求 ABC∆  的面積。 
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詳答 

 
1. (a) 234 += xy ，   





+=
=

234ty

tx
 。 

(b) 100)3()1( 22 =++− yx ， 




=+
=−

ty

tx

sin103

cos101
， 





−=
+=

3sin10

1cos10

ty

tx
。 

 (c) 194 22 =− yx ，  




=
=

ty

tx

tan3

sec2
，  









=

=

3

tan
2

sec

t
y

t
x

。   

(d) xy 202 = ，   




=
=

ty

tx

10

5 2

。 

 

2. (a) 




+=
−=

ty

tx

23

14
 

t = 
2

3−y
， x = 1)

2

3
(4 −−y

 = 72 −y  

   所以 072 =+− yx 。 

  (b) 




=
−=
ty

tx

sin2

3cos
 

   22 )
2

()3(
y

x ++   = 1 

   
4

96
2

2 y
xx +++   = 1 

   32244 22 +++ xyx   = 0 

 (c) 




−=
+=

4tan

4sec

ty

tx
 

   22 )4()4( +−− yx   = 1 

   168168 22 −−−+− yyxx  = 1 

   18822 −−−− yxyx   = 0 

(d) 








−=

+=

t
ty

t
tx

1

1

， 






=−

=+

t
yx

tyx
2
2

 

  ))(( yxyx −+    = 4 

  422 −− yx    = 0 
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3. 




=
=

ty

tx

sec23

tan32
， 

 22 )
32

()
23

(
xy −  = 1 

 
1218

22 xy −   = 1 

 所以，它的焦點坐標為 )1218,0( +  或 )1218,0( +− ， 

即 (0, 30) 或 (0, -30)。 

漸近線方程為 xy
32

23±= ，即 xy
2

6±= 。 

 

4. 曲線 C 的普通方程為 422 =+ yx ，即半徑為 2 的圓弧。 

 圓心角為 
12

11
)

4
(

3

2 πππ =−− ，所以弧長 = 
6

11

12

11
2

ππ =× 。 

 

5. 
x

x
t

−
=

1
cos ，我們有  

2
22

)cos1(

1

t
yx

+
=+ ， 

 即 )()
1

1( 222 yx
x

x +
−

+  = 1 

   
2

22

)1( x

yx

−
+

  = 1 

   22 yx +   = 221 xx +−  

   2y    = x21−  

 

6. (a) 







°==

=+=
− 45)

10

10
(tan

1021010
1

22

θ
r

， 所以該點坐標為 )45,102( ° 。 

 (b) 








°=−=

=−+=
− 135)

2

2
(tan

6)2(2

1

22

θ

r
， 所以該點坐標為 )135,6( ° 。 

 (c) 







°=
−

=

=+−=
− 180)

7

0
(tan

70)7(

1

22

θ

r
， 所以該點坐標為 )180,7( ° 。  

 (d) 








°=
−
−=

=−+−=
− 330)

3

1
(tan

2)1()3(

1

22

θ

r
， 所以該點坐標為 )330,2( ° 。 
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7. (a) 










=°=

=°=

2

33
60sin3

2

3
60cos3

y

x
， 所以所以該點坐標為 )

2

33
,

2

3
( 。 

 (b) 




=°=
−=°=

6150sin4

32150cos4

y

x
， 所以所以該點坐標為 )6,32(− 。 

 (c) 




−=°=
=°=

5270sin5

0270cos5

y

x
， 所以所以該點坐標為 )5,0( − 。  

 (d) 




−=°=
=°=

23345sin6

23345cos6

y

x
， 所以所以該點坐標為 )23,23( − 。 

 

8. (a) 距離 = 81+  = 9 

 (b) 距離 = )60120cos()7)(2(272 22 °−°−+  

    = °−+ 60cos28494   = 14494 −+  

    = 39  

 (c) 距離 = )18090330cos()6)(3(263 22 °−°−°−+  

    = °−+ 60cos36369   = 18369 −+  

    = 27     = 33  

 (d) 距離 = 45 −  = 1 

 

9. 由於原點不在三角形內， 

 AOB∆  的面積 = )3060sin()6)(3(
2

1 °−°   

    = °30sin)6)(3(
2

1
 = 

2

9
 

 BOC∆  的面積 = )6090sin()9)(6(
2

1 °−°  

    = °30sin)9)(6(
2

1
 = 

2

27
 

 COA∆  的面積 = )3090sin()3)(9(
2

1 °−°  

    = °60sin)3)(9(
2

1
 = 

4

327
 

 故總面積為  = 
4

327

2

27

2

9 −+   = 
4

32772 −
 

 


