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「噢！數？」 拾例集  周浩然輯 

 

幾何 – 平面幾何的重要定理 

 

摘要 

 
1. 認識基本圓、切圓、切線性質，計算相關的長度、角度和面積問題。 

2. 運用圓冪定理： 

  任一點至圓的兩點的距離乘積或 

  至圓切點的切線長度的平方恆等。 

3. 運用梅涅勞斯 (Menelaus) 定理： 

  下圖左 1=××
MA

CM

LC

BL

NB

AN
。 

      

 

 

 

  

 

  

4. 運用塞瓦 (Ceva) 定理： 

  上圖右 1=××
NA

CN

LC

BL

MB

AM
 

5. 在圓內接四邊形中，運用托勒密 (Ptolemaeus) 定理， 

   即任一圓內接四邊形兩對邊長度乘積之和等於兩對角線之積。 

6. 托勒密定理的一個應用： 

   在等邊三角形 ABC 的外接圓， 

   弧 AC 上的一點 P使 PCPAPB += 。 

7. 利用角平分線性質及相關公式求垂線、中線、角平分線的長度。 

角平分線定理： 

 作 C 點的角平分線，使之至 AB 相交於 E點， 

 便有
AE

CA

BE

CB = 。 

A

BC

M

N

L

A

B
C L

M

N O
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拾例 

 
1. 如右圖，XY = 3, YZ = 4 和  

 ZX = 5。現以 M、N、O 為圓心作

半圓，其中 M、N、O 分別為 XY、

YZ、ZX 的中點。試求陰影部分面

積之和。 

 (HKMO 1993/94 初賽個人) 

答： 由畢氏定理的逆定理可知，

°=∠ 90Y 。 

 陰影部分面積之和 

  = 
2

43
])

2

5
()

2

4
()

2

3
[(

2

1 222 ×+−+π   

  = 
2

43
])

2

5
()

2

5
[(

2

1 22 ×+−π   = 
2

43×
 = 6  

 

2, 在凸四邊形 ABCD 中， BDBCAB == ， °=∠ 100ABC ，求 ADC∠ 。 

答： 以 B 作圓心，AB 為半徑作圓，則 A, C, D 三點均在圓上。 

 故 反 ABC∠  = ADC∠2  

 即 ADC∠  = 
2

100360 °−°
 = °130 。 

 

3. 右圖中，ABCD 是個邊長 10 的正方形。求正方

 形中間小圓的半徑。 

答： 由於正方形邊長為 2 大圓直徑， 

 所以大圓半徑為 
2

5
。 

 設小圓半徑為 r，則以三圓圓心作直角三角形， 

 252×    = 2)25( r+  

 25204 2 ++ rr  = 50 

 25204 2 −+ rr  = 0 

  r = 
42

)25(442020 2

×
−××−±−

 = 
8

80020±−
 

  = 
2

255±−
 

 由於 0>r ， 

 故 r = 
2

255+−
。 
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4. 三圓兩兩外切，而三圓半徑分別為 5, 6, 7，求以三圓圓心為頂點的三角

 形的面積。 

答： 三角形三邊長分別為 1165 =+ 、 1376 =+  及 1257 =+ 。 

 令 18
2

131211 =++=p  

 三角形面積 = )1318)(1218)(1118(18 −−−   

   = 56718 ×××   = 1056 。 

 

5. 右圖中，XA = 8、 AB = 4、XD = 6，求 

DC 的值。 

答： XBXA×  = XCXD ×  (圓冪定理) 

 )48(8 +×  = )6(6 x+×  

 x636+  = 96 

 x  = 10。 

 

 

 

6. 右圖中，O 為圓心，AB 為直徑。AC = 8 及 

CB = 2。 D 為圓上一點使 CD 與 AB 相 交

成直角。問 CD 幾長？ (FYMT-J 1996) 

答： 根據圓冪定理， 

 2CD  = CBAC ×   

  = 82×   = 16 

 CD = 4。 
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7. 右圖中， 2==
FB

EF

CB

AB
，求 

CD

DE
 及 

FD

AF
。 

答； 在 EBC∆  中運用梅涅勞斯定理： 

 
DE

CD

AC

BA

FB

EF ××  = 1 

 
CD

DE
 = 

AC

BA

FB

EF ×  

  = 
3

2

1

2 ×  = 
3

4
。 

  

 在 ACD∆  中運用梅涅勞斯定理： 

 
BA

CB

EC

DE

FD

AF ××  = 1 

 
FD

AF
 = 

CB

BA

DE

EC ×  

  = 
1

2

4

7 ×  = 
2

7
。 

 

8. 右圖中，ABC 是一個銳角三角形，

 M 是 BC 的中點，AE 的長度是 BE 

 的 3 倍。若 AFC∆  的面積是 10，

 求 AEF∆  的面積。 

答： 運用梅涅勞斯定理： 

 
FC

EF

AE

BA

MB

CM ××  = 1 

 
FC

EF××
3

4

1

1
  = 1 

 
FC

EF
   = 

4

3
 

 由同高三角形的性質， 

 AEF∆  的面積 = 10
4

3 ×   = 
2

15
。 

 

A B C

E

D

F
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9. 右圖中， ABC∆  的邊長 AB、BC 及 

 CA 分別為 5, 12, 13。 BAC∠  的角

 平分線交 BC 於 D。求 ABD∆  的`

 面積。 

答： 由於 5, 12, 13 為畢氏數組， 

 所以 °=∠ 90B 。 

 由角平分線定理，得 

 
CD

CA
  = 

BD

BA
 

 
BD−12

13
 = 

BD

5
 

 BD13   = BD560−  

 BD18   = 60 

 BD  = 
3

10
 

 所以 ABD∆  的面積  = 
3

10
5

2

1 ××  = 
3

25
。 

 

10. 等腰梯形的腰長 10，兩底分別長 20 和 13 ，問對角線長多少？ 

答： 因等腰梯形為圓內接的且兩對角線等長， 

 故對角線 = 10102013 ×+×  = 360 = 106 。 

 

感覺到數學的美，感覺到數與形的協調，

感覺到幾何的優雅，這是所有真正的數學

家都清楚的真實的美的感覺。 

 

法國數學家、理論物學家、哲學家 

龐加萊 

(Henri Poincare 1854-1912) 
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淺問 

 
1. 在下列各圖中，O 是圓心，且求 x 的值： 

 

(a)      (b) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(c)  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 (HKMO 1990/91 初賽個人) 

 

2. 一個正方形內接於半徑為 1 的圓內。若果把正

方形外圓的四個弓形向內摺疊，得陰影部分，求

陰影部分面積。 (SAMO-S 2011) 

 

3. 三圓 AO 、 BO 、 CO  兩兩相切，三圓心 A、B、

 C 三點組成的三角形 ABC  三邊 AB、BC、CA  

 分別長 10、14、20，求三圓的半徑。 

 

4. 如右圖，兩圓分別以 A, B 為圓心相切於 

 T。BD 為 D 點的切線且 TC 為公共切。若 

 AT = 3 及 BT = 2。求 CD。(SAMO-S 1997) 

B

C
6

O

x

3
3

A

D P

O

A

B

PC

x

6

12

O

X

A

D

C

B

10

2

x

8
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5. 右圖的四邊形 ABCD 為圓內接的，兩對

角線相交於 E 點，求 x 且求該四邊形

面積。 

 

6. 在三角形 ABC 中， ACAB
11

20= 。 A∠  

的角平分線與 BC 相交於 D，而 M 

 是 AD 的中點。設 P 為 AC 與 BM 的

交點，若 CP:PA = 
n

m
，其中 nm,   

 為兩互素正整數，求 nm +  的值。 

 (AIME 2011) 

 

 

7. 右圖中 ABC∆  為邊長 10 的等邊三角形， P 

 為 ABC∆  外接圓上的一點且 PA = 13，求 

 PA + PB + PC 的值。 

 

8. 兩同心圓半徑分別為 4 和 44。圓 C 與該兩

 同心圓相切，求圓 C 半徑的所有可能值之乘積。 

 

9. 右圖中，EFG 為一直角三角形。已知 H 為 FG 上

的一點，使得 GH:HF = 4:5 及 

FEHGEH ∠=∠ 。若 1=EG  及 dFG = 。求 d 

的值。 (HKMO 2009/10 決賽個人) 

 

10. 在 ABC∆  中，點 ',',' CBA  分別在邊 

 ABCABC ,,  上，使 ',',' CCBBAA  共點於 O。 

 若 2003
'''
=++

OC

CO

OB

BO

OA

AO
， 

 求 
''' OC

CO

OB

BO

OA

AO ××  的值。 

 

11. 右圖中，P 為 ABC∆  中的一點，且令 AP、BP 

和 CP 分別與 BC、CA 和 AB 相交於 L、M和 N 

三點。試求 x的值，並求 
CLP

ANP

∆
∆

的值。  

 

A

B

C
D

E

4

5

8

x

AC=BD=10

A

B

C P

10

10

10

13

A

B

C

M

N

L

P

4

4

6
x

8

2
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詳答 

 
1. (a) PBPA×  = PDPC ×  (圓冪定理) 

2x   = )63(3 +×   

    = 27 

  x   = 33  

 (b) 2PC   = PBPA×  (圓冪定理) 
212   = )26(6 x+   

  144  = x1236+  

  x   = 9 

 (c) XBXA×  = XDXC ×  (圓冪定理) 

  )210(10 +  = )8(8 x+  

  120  = x864+  

  x  = 7 

 

2. 正方形的對角線長為 2，故面積為 2)2(
2

1
， 

 而圓面積為 ππ =2)1( 。 

 故陰影部分面積 = )2(2 −− π  = π−4 。 

 

3. 設三圓半徑分別為 cba ,, ，即 

 








=+
=+
=+

20

14

10

ac

cb

ba

，三式相加，得 22=++ cba ，故得 2,8,12 === bac 。 

 故三圓半徑為 2、8、12。 

 

4. AB  = 3 + 2  = 5 

 °=∠ 90ADB  

 所以 BD = 22 35 −  = 4 

 另 BDABTC ∆∆ ~ ， 

 所以 
AD

TC

BD

BT = ，
2

3
3

4

2 =×=TC 。 

 又因切線性質，
2

3== TCCD 。 
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5. CDABBCAD ×+×  = BDAC ×  (托勒密定理) 

 x485 +×   = 1010×  

 x    = 15 

 p    = 
2

15854 +++
 = 16 

 面積   = )416)(516)(816)(1516( −−−−  

    = 1056 = 664  

 

6. 解法 1： 

  由角平分線定理，得 

  
11

20==
AC

AB

CD

BD
 

  作 D' 在 AC 上，使 BPDD //' 。 

  由此在 BCP∆ ，由截線定理得 

  
'PD

CP
 = 

20

2011+
 = 

20

31
 

  但在 'ADD∆ ，由截線定理得 

  
'PD

AP
 = 

MD

AM
  = 1 

  即 'PDAP = ， 所以 
20

31=
PA

CP
， 

  即 20,31 == nm ， 512031 =+=+ nm 。 

 解法 2： 

  由角平分線定理，得 

  
11

20==
AC

AB

CD

BD
 

  運用梅涅勞斯定理， 

  
BC

DB

MD

AM

PA

CP ××  = 1 

  
31

20
1××

PA

CP
  = 1 

  所以 
20

31=
PA

CP
， 

  即 20,31 == nm ， 512031 =+=+ nm 。 
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7. PBACPCAB ×+×  = BCPA×  (托勒密定理) 

 PBPC 1010 +   = 1310×  

 所以 PCPB +  = 13 

 PCPBPA ++  = 26132 =×  

 

8. 圓 C 的半徑 = 
2

444±
  = 24 或 20 

 故所求乘積為 2024×  = 480。 

 

9. 
GH

EG
   = 

HF

EF
 (角平分線定理) 

 
EF

EG
   = 

HF

GH
 

 
EF

1
   = 

5

4
 

 EF   = 
4

5
 

 d = FG = 22 EGEF −  = 22 125.1 −  = 0.75  

 

10. 由共邊三角形面積的比得 

 
ABC

OBC

S

S

AA

OA

∆

∆=
'

'
，

ABC

OCA

S

S

BB

OB

∆

∆=
'

'
，

ABC

OAB

S

S

CC

OC

∆

∆=
'

'
 

 所以  
'

'

'

'

'

'

CC

OC

BB

OB

AA

OA ++  

 = 
ABC

OABOCAOBC

S

SSS

∆

∆∆∆ ++
 

 = 
ABC

ABC

S

S

∆

∆   = 1 

 即  
'

'

'

'

'

'

OCCO

OC

OBBO

OB

OAAO

OA

+
+

+
+

+
 = 1 

 記 p
OA

AO =
'

， q
OB

BO =
'

， r
OC

CO =
'

： 

 上式 = 
1

1

1

1

1

1

+
+

+
+

+ rqp
 = 1 

 即  )1)(1()1)(1()1)(1( ++++++++ prrqqp  = )1)(1)(1( +++ rqp  

  111 +++++++++++ prrprqqrqppq  

= 1+++++++++ rqprpqrpqrqp  

  2+++ rqp   = pqr  
  所以 pqr   = 200522003 =+ 。 

  

A

B

C

O

A'

B'

C'
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11. 
MA

CM

LC

BL

NB

AN ××  = 1 (塞瓦定理) 

 
8

26

4

4 ××
x

  = 1 

 x    = 
2

3

8

12 =  

 設圖中各三角形面積如下：   

   

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 但  4R + R + T   =  4S + S + T，故 R = S。 

 及 4(4R + R + S) = T + T + 4S， 

 即  24S   = 2T + 4S，得 T = 10S，得答案為 10。 

能夠作出數學發現的人，是具有感受數學

中的秩序、和諧、對稱、整齊和神秘的美

等能力的人，而且只限於這種人。 

 

法國數學家、理論物學家、哲學家 

龐加萊 

(Henri Poincare 1854-1912) 
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